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1. 


Die Lage der reellen Wurzeln der Gleichung f(t) = const. 
veranschaulicht man gewöhnlich durch die Schnittpunkte der 
Kurve y=f(x) mit der Geraden y= const. 

Man ersieht dann sofort, dass die Gleichung f(t) = const. 
nur dann lauter reelle Wurzeln haben kann, wenn ihre Ablei- 
tung f(t)==0 lauter reelle Wurzeln hat; auch ist daraus evi- 
dent, dass die Umkehrung nicht zutrifft, sondern dass die Glei- 
chung sehr wohl complexe Wurzeln haben kann, auch wenn 
ihre Ableitung nur reelle Wurzeln hat. Es wird dies nämlich 
jedesmal dann eintreten, wenn die Konstante der Gleichung 
grösser als eine Maximalordinate, oder kleiner als eine Minimal- 
ordinate der Kurve ist. Jedoch über den Wert dieser com- 
plexen Wurzeln folgt aus der Kurve y=f(x) nicht das Ge- 
ringste, geschweige denn über den Zusammenhang der complexen 
Wurzeln der Ableitung mit den doch offenbar durch sie ver- 
anlassten complexen Wurzeln der Gleichung selbst. 

Diesen Zusammenhang zwischen den Wurzeln einer Glei- 
chung und ihrer Ableitung, seien sie reell oder complex, zu 
erörtern, soll in Folgendem unser Hauptziel sein, wenn wir es 
auch nicht verschmähen werden, einige dabei sich ergebende 
interessante geometrische Resultate auszuführen. 


2. 


Ohne Zweifel würde die zunächst liegende Erweiterung der 
geometrischen Repräsentation sein, statt der Kurve y=-f(x) 
einzuführen die Fläche z= mod. f(t), oder für t=x-i-y 

z2’—f(x+iy)-fx-—iy). 

Wir setzen fx--iy)=u-vi und erhalten: 

z2—u’+ v”. 
1 %* 
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Der Form nach ist dies die Gleichung eines Kegels und in der 
That geht die Fläche für eine Gleichung ersten Grades in den 
gewöhnlichen Kegel über; für eine Gleichung nten Grades 
hingegen ist es eine zur xy-Ebne symmetrische Fläche mit n 
Spitzen in derselben, nämlich in den Wurzelpunkten der Glei- 
chung f(t)=0. Zwischen diesen liegen, und zwar in den Wurzeln 
der Ableitung, Kulminationspunkte der Fläche, von deren jedem 
2 Kurven hinabführen zu 2 Wurzelpunkten, während die darauf 
senkrechten Richtungen in die Höhe führen. Wir werden später 
gelegentlich andrer Betrachtungen noch einige Aufschlüsse über 
die Natur dieser Flächen erhalten, wie z.B. dass sie in der 
Nähe eines Wurzelpunktes tx den Charakter des Kegels 
z—YVx:-+-y?- mod-f‘(tx) haben, jedoch erscheint es im All- 
gemeinen vorteilhafter, in der Ebne zu verharren als von diesen 
Flächen aus die Wurzelpunkte zu untersuchen. 

Nur auf eins wollen wir noch hinweisen. 

Schneiden wir die Fläche z=YVu?-+v? durch die Ebne 
z—a, so erhalten wir die Kurve Yu’+v?—a. Nun ist aber 
Vw-+v: der absolute Betrag von f(t), oder da f(t) = 
IIx(t — tx), wo tx die Wurzelpunkte der Gleichung sind, gleich 
dem Produkt der absoluten Beträge der Vectoren vom Punkte. 
t nach den n Wurzelpunkten, oder kurz: Vu?-+v? ist das 
Produkt der Entfernungen des Punktes t von den Wurzelpunk- 
ten der Gleichung u+iv=0 und die Curve u’+v?==a? ist 
der geometrische Ort aller Punkte, für welche das Produkt der 
Entfernungen von n festen Punkten constant (=) ist. 


Für die Gleichung zweiten Grades geht diese Kurve in die 
gewöhnliche Lemniscate über, welche in zwei getrennten Teilen, 
als Schleife oder als 1 Oval auftritt, je nachdem die Uonstante 
a kleiner, gleich oder grösser als der absolute Betrag von 
f(t) in dem Wurzelpunkt der Ableitung ist. — Vielleicht könnte 
man, mit Rücksicht hierauf, die Kurven u?4 v’=a als allge- 
meine Lemniscaten nter Ordnung bezeichnen, welche natürlich 
in sehr verschiednen Formen auftreten können. — 
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Während dies die Niveaulinien der Fläche z2?=u?--v? 
sind, auf denen mod. f(t) constant bleibt, werden uns die darauf 
senkrechten Linien des grössten Fallens den Weg zu den Wur- 
zelpunkten weisen, da auf ihnen mod. f(t) beständig abnehmen, 
resp. zunehmen muss. 

Auf diese Kurven des grössten Fallens werden wir später 
wieder zurückkommen, und wir werden leicht dazu gelangen, 
ihre Gleichung aufzustellen. Für jetzt jedoch wollen wir uns 
von der Fläche z=Yu?:-+ v? abwenden und uns mit der ebnen 
(seometrie der Coordinaten u, v beschäftigen. 


3. 
Statt f(t)=u--iv können wir schreiben 
ft)—u—iv=0, wo wir also u--iv einfach als 
Increment des constanten Gliedes der Gleichung auffassen. 
Soll dieses, wie alle andern Coefficienten, nur reelle Werte 
annehmen, so ist die Bedingung dafür: v=0 d.h. alle Wurzeln 
der Gleichung f(t)—=0, deren constantes Glied als variabel, 
aber reell angenommen wird, liegen auf der Kurve v=0. 


Die Gleichung dieser Curve findet man leicht; sie lautet 
in Parallelcoordinaten : 


? NR y°’ 
veyP)— st f(x) +57 f(x)... -—0 


und in Polarcoordinaten, wenn 


ft)= tr — (?) ta! 4 (?) 709 Tuzar nn +... 
vzr’sinnp — (3) iz, sin(n—1)p +(2) 7, 7"? sin (n—2) 


at. zel): 


Aus beiden Formen folgt, dass die Hauptachse y=0 ein Teil 
dieser Kurve ist, und dass letztere zur Abscissenachse symme- 
trisch liegt. Man kann sagen, dass die Bestimmung der Wur- 
zeln zurückgeführt ist auf die Discussion der Kurve v0. 

Die Vorstellung dieser Kurve ist auch folgendermassen zu 
fixiren. 
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Zwei complexe Zahlenebnen, deren: Variable t und w heis- 
sen, seien einander zugeordnet durch die Verwandschaft f(t) 
— w, wo f eine algebraische, rationale, ganze Funktion bedeutet. 
Jedem Punkte t entspricht 1 Punkt w, hingegen jedem Werte 
von w n Werte von t; unsre Kurve v =0 ist offenbar diejenige 
t-Kurve, welche der reellen Achse des w-Gebietes entspricht. 
Fasst man t als die primäre Variable auf, so kann man die 
Kurve, welche t beschreibt, während die secundäre Variable 
die Hauptachse durchläuft, als „complexe Primärkurve“ be- 
zeichnen. 


4. 


Unter diesem Namen ist sie eingeführt von Björling in 
den „Kgl. Svenska Vetenscaps Academiens Handlingar. Ny 
Följd. X.“ (1871 Stockholm). Der genannte Verfasser giebt 
hier zunächst die bekannten Sätze über die Asymptoten und 
mehrfachen Punkte dieser Öurven, giebt dann mehrere nume- 
rische Beispiele und behandelt schliesslich allgemein die Glei- 
chungen dritten, vierten und fünften Grades. — Das Haupt- 
verdienst dieser Abhandlung ist die Betrachtung der Formänd- 
rungen , welche die Kurve erleidet, wenn der letzte Co6efficient 
ihrer Gleichung varıiirt. — Björling geht aus von der Evidenz, 
dass man in der Gleichung: 

xml ....+-98x4+H0 
der Constanten H einen so grossen negativen, res». positiven 
Wert geben kann, dass die Gleichung eine und nur eine positive 
resp. negative Wurzel hat; und in der Gleichung paaren Grades: 
Zn HN 
. H einen so grossen negativen resp. positiven Wert verleihen 
kann, dass die Gleichung eine negative und eine positive, resp. 
gar keine reelle Wurzel hat. 

Er wendet dies an auf die Gleichung der Kurve v=0: 
rlsinnp-+----+gr sin29-+-hsin=-0 und findet, dass für 
sehr grosse negative h die Kurve, wo sie überhaupt vorkommt, 
von ihrem Radius Vector nur in 1 Punkte geschnitten wird, 
und dass dasselbe gilt für sehr grosse positive h, wenn auch 
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die Kurve dann in andern Sectoren auftaucht. Er nennt diese 
beiden Grenzfälle die untere und obere Grenzform und zeigt, 
wie die Kurve aus der einen Grenzform in die andere sich 
umformen muss, wenn h von — oo bis-+ » fortschreitet. Diese 
Metamorphose wird durch eine Reihe von Kurvenformen illu- 
strirt, für welche die numerischen Belege allerdings nicht an- 
gegeben sind. 

Ich werde von den bekannten Punkten hier nur die Haupt- 
sachen zusammenstellen nach Sturm, Cours d’Analyse IL, Note 
IV, dann aber zur weitern Discussion der Kurve v=0 über- 
gehn und vor allem ihre Theorie durchführen für die allge- 
meine trinomische Gleichung, woran sich noch einige Bemer- 
kungen knüpfen werden über die allgemeine viergliedrige Glei- 
chung. Zum Schluss dieses Abschnittes soll gezeigt werden, 
wie jeder bestimmten Lage der Wurzeln der Ableitung der 
Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades eine beson- 
dere Form der Kurve entspricht, und wie Variationen der 
ersteren auch Deformationen der letzteren hervorrufen. 


d. 
Die Richtung der Asymptoten der Kurve 
I? sinnp—n-m, r"!sin(n—1)9---—=0 


erhält man aus: sinnp=0; vn d.h. die Kurve hat n 
reelle, verschiedene, aequiangulare Asymptotenstrahlen. Sie 
gehen sämmtlich durch den Nullpunkt, wenn die Gleichung 
reducirt war (vgl. auch Salmon-Fiedler II. 2. 52), sonst schnei- 
den sie sich im Punkte x,, dem Punkt der mittleren Entfernun- 


gen für alle Wurzeln tx; denn n-m, = tx, also m, = - tk, 


der Schwerpunkt der n Wurzeln. 

Aus den bekannten Eigenschaften der partiellen Differen- 
tialquotienten von u, v nach x, y wird ferner abgeleitet, dass 
die Kurven u=const., v= const. einen kfachen Punkt haben, 
wenn die (k—-1) ersten Ableitungen von u und v gleichzeitig 
verschwinden. Für die Richtung »& der Kurvenäste in solchem 


wu 
Punkt erhält man für u=c:tgmo— und für 
Oxm 
omy 
ae 
- gm’ 
Ixm 
also sind diese Tangenten ebenfalls lauter reelle aequiangulare 
Strahlen. 

Es ist nicht schwer zu beweisen, dass, wenn die Kurve 
v=0 einen solchen mfachen Punkt hat, die Grösse ftt)=u 
auf jedem der 2m Strahlen der Reihe nach abwechselnd ab- 
und zunimmt. 

Für einen mfachen Punkt auf der reellen Achse wird der 
Beweis erbracht werden bei Gelegenheit der trinomischen 
Gleichungen, , wo er in den Nullpunkt fällt. Ist aber die m- 
fache Wurzel der Gleichung complex, so wird sie im Allge- 
meinen nicht auf der Kurve v=0 liegen, da hierzu erforder- 
lich wäre, dass die algebraische ganze Funktion einer complexen 
Zahl einen reellen Werth annehme. Wir werden desshalb 
diesen Fall bei den späteren allgemeinen Betrachtungen er- 
ledigen. 


v=c:tgmy = 


6. 


Jetzt gehen wir über zur Behandlung der trinomischen 
Gleichungen. 
Als Normalform legen wir die Gleichung 
tft —tPZu-iv(n>m) 
zu Grunde, auf welche jede andre Gleichung dieser Art sich 
durch einfache Transformation bringen lässt. Hieraus folgt: 
ur" cOSnp — Tr" cosmp 
v=r" sinnp—r" sinmg. 
Unsere Kurve v=0 wird also bestimmt durch die Gleichung 
sin mp 


rn Tm —— — 2 
sınnp 
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Da nur positive Radien Vectoren zu berücksichtigen sind, 
so kommen nur solche Winkel in Betracht, für welche 
sin mp 
sin np 
eine positive Wurzel haben kann, folgt ferner, dass die Kurve 
von den Fahrstrahlen nur in einem Punkte getroffen wird. Wir 
teilen den Winkelraum von 0 bis sx in s gleiche Teile, wo s 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von m und n bedeute 
und untersuchen jeden dieser Sectoren auf die Realität der 
Kurve. 


>0; daraus dass eine binomische Gleichung höchstens 


Seien zunächst n, m relative Primzahlen. sin mp ist posi- 
tiv, wenn E (2) gerade ist, wo E das übliche Zeichen für 


die in irgend einer reelien Zahl enthaltenen grössten Ganzen 


ist. Der Quotient — Hr NP wird also positiv sein, wenn 


ar =E (=) mod 2. 
Setzen wir 9 (k-+s), wo k eine ganze Zahl und & 


[ . . . (m op ER m ) 
h h, d: EI—)=E(-(k 
ein positiver echter Bruch, so wir IE ) ( EN +) 


—E E SE =): ebenso wird: E (2) == (=) 
8 n z m 


Also ist die Kurve in dem auf den kten Teilstrahl folgen- 
den Sector reell, wenn 


E (=) =E ) mod 2. 

m, n 

Die Figur der Kurve in der Nähe des Nullpunktes ergiebt 
sich aus der Annahme so kleiner r, dass die höhere Potenz 


r" vernachlässigt werden kann. Wir erhalten dann: 


kn 
msınmp=0; ne 
Wie man sieht, ist dies ein Büschel von m gleichmässig ver- 


teilten Geraden, welche im Nullpunkt die Tangenten der sich 
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hier schneidenden Curvenzweige sind. — Ebenso erhält man 
für sehr grosse r die Gleichung der Asymptotenstrahlen 
IP sinnp=0; gu, 


Da wir m, n als relativ prim angenommen haben, also eine 
Anfangstangente und eine Asymptote nie zusammenfallen können, 
und da m<n, so kann zwischen zwei aufeinander folgenden 
Asymptoten entweder keine oder eine, aber dann auch nur eine 
Anfangstangente liegen. 


Ist im ersteren Falle die Kurve reell zwischen den beiden 
Asymptoten, so kann sie nicht durch den Nullpunkt gehn, son- 
dern ihr Radius Vector muss ungefähr in der Mitte dieses 
Sektors ein Minimum erreichen (genauer wird dieses bestimmt 
durch ae Ist aber die Kurve im letzteren Falle 

n tgng 
reell, so kann man ihren Lauf von der Tangente im Nullpunkt 
bis zu der einen Asymptote verfolgen; in dem Raum zwischen 
der Anfangstangente und der andern Asymptote muss sie dann 
notwendig imaginär sein, da das Vorzeichen von sin mp hier 
ein andres, aber das von sinn dasselbe ist, wie auf der an- 
dern Seite der Anfangstangente. 

Solche Kurventeile, welche die reelle Achse schneiden, 
wollen wir, der Nomenclatur Björlings folgend, Transversal- 
zweige, erstere Lateralzweige nennen. 

Durch den Nullpunkt, welcher eine mfache Wurzel der 
Gleichung u=0 ist, gehn also m Transversalzweige, auf denen 
sich für wachsende oder abnehmende u die dann auseinander- 
gehenden m Wurzeln nach verschiedenen Richtungen aus dem 
Nullpunkt fortbewegen. Da u=r" cos np —ı" cosmpy, so folgt 
für kleine r, und gt, u=—r"n.coskr =(—1)k*!.m, 

Dies ist der früher in Aussicht gestellte Beweis dafür, dass 
der Wert von f(t)=u auf diesen m Aesten der Reihe nach 
alternierend ab- und zunimmt; zugleich geben uns diese Trans- 
versalzweige Aufschluss über den Verbleib der m Wurzeln, 
welche für u=0 im Nullpunkte zusammenlagen. Die übrigen 


n —m Wurzeln von u=0 liegen auf denselben Fahrstrahlen, 
wie die complexen Wurzeln der Ableitung, 

2kz N 
nm) 
und bewegen sich für ab- oder like u auf den Lateral- 
zweigen nach der einen oder der andern Richtung fort; diese 


(nämlich P—= 


müssen stets also im complexen Gebiet bleiben und können 
nie in reelle Wurzeln übergehn, immer vorausgesetzt, dass die 
Zahlen m, n relativ prim sind. 

Dass der Radius Vector jeder Ableitungswurzel die Kurve 
v0 trifft, kann man auch direkt zeigen, indem man nach- 
weist, dass für 

__ 2kz sin mp 
n—m sinn 


E =) =E (2) mod 2. 


positiv ist, oder 


Es ist aber 
np“ 2kn / 2km \ 
E(? = E ( (a) E()+ 2% 
also ın der That: 
7 N 


Ferner sieht man, dass zu 2 verschiedenen Ableitungs- 
wurzeln auch zwei verschiedene Kurvenzweige gehören, da zwi- 
schen ihnen mindestens eine Asymptote hindurch geht, und 
letztere von der Kurve nicht geschnitten werden können. Das 
ist bewiesen, wenn man ein ganzzahliges A so bestimmen kann, 


dass = nn le nn 2(k m 


Da aber 20a = — +2 AH 50 ist ein sol- 


ches A offenbar 3, ein, Es ER nun noch der Be- 
weis dafür, dass der in Rede stehende Kurventeil wirklich ein 
Lateralzweig ist, d.h. dass in dem Sector zwischen 2 aufein- 
anderfolgenden Asymptoten, in welchem eine Wurzel der Ab- 
teilung liegt, nicht auch eine Anfangstangente vorkommen kann. 
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Nehmen wir dieser Aufgabe ihre geometrische Einkleidung, 
so reducirt sie sich auf folgenden Satz: 

Gegeben seien 2 relative Primzahlen n und m, (n>m) 
und sei n—m=p. Teilt man nun eine Grösseneinheit (Strecke 
oder Winkel) in n, m und p gleiche Teile durch die respektiven 
Teilpunkte N», Ma, Px, so können zwischen 2 auf einander- ' 
folgende Punkte N» und N»+1 niemals zugleich ein Punkt M 
und P fallen. Lassen wir eine Variable x dies Intervall durch- 
laufen, indem wir setzen 

v € 
= + (0<2<0); 
für ee, falle die Variable in den Punkt M„, für e=s, in 
Px; daraus folgt: 
vo mt ie 

ee ee 

n-u=m-v+m-:& 

n-z=p v+p:& 

n(u+rxr—v)=ms —+pe, Wenn aber e, und &, zu- 
gleich positive echte Brüche sind, so ist es unmöglich, dass 
ms, +ps, = einem ganzzahligen Vielfachen von (m-+p). Da- 
mit ist der Beweis für obige Behauptung erbracht und auch 
zugleich dafür, dass jeder complexen Wurzel der Ableitung 
einer trinomischen Gleichung ein bestimmter Lateralast der 
Curve v==0 entspricht, 
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Nehmen wir jetzt an, n und m haben den grössten ge- 
meinschaftlichen Teiler d, so dass n—n..d; m=m’ö, so er- 
giebt sich sin dp als ein von r unabhängiger Faktor der Glei- 
chung ısinnp—r"sinmp=0, d.h. das aequiangulare 

k-x 


Strahlenbüschel 9 = en 


für ganzzahlige k ist ein Teil der 


Primärkurve. 


Wenn m’k=n%k : mod 2, so hat die Kurve für den betref- 
fenden Strahl einen Doppelpunkt mit orthogonalen Tangenten. 


N 


r kit. sin m 
Denn für @ a nımmt, rm een allerdings die unbe- 
BELG? 


. 0 . 
stimmte Form 5 An, man kann jedoch den wahren Wert durch 


Differentiation finden. Es folgt: 
nm eosmeke ymkta% m 
n cosnkz n 
Nur wenn m'k=n’kmod2, erhalten wir daraus ein positives 
r, also hat auch nur dann diese Gerade einen Doppelpunkt. 
Selbstverständlich ist dieser Doppelpunkt auch ein Wurzelpunkt 


der Ableitung, 


In den durch die Strahlen an gebildeten Sectoren 


wiederholt sich die Kurve periodisch, wie daraus zu ersehn, 
dass ihre Gleichung durch die Substitution + op’ nicht 
geändert wird. Denn 

sinmp _ sin(m’k-2x2.+mg) _ sinmgp' 

sinnp ° sin(nk-22+np) sinnp’ 
Auch aus der ursprünglichen Gleichung tt —tn=u-iv war 
dies schon zu ersehn. Setzen wir nämlich darin t=re'P, was 
eine Drehung des Coordinatensystems um den Winkel @ be- 
deutet, so folgt: z". el? — M.emP— u-+iv. Ist nun 


en 
Keane 


und also np sowie mg gleich einem Vielfachen von 2x, so 
entsteht wieder die Gleichung 7" — t" —u- iv. 


Wenn = == er mod2, so lässt auch die Transformation 
Ge 2 4-9’ die Gleichung der Kurve unverändert. Bei dieser 


Gelegenheit können wir erwähnen, dass alle Geraden, welche 
Bestandteile der Kurve bilden, durch den Nullpunkt gehn 
müssen (resp. wenn die Gleichung nicht reducirt ist, durch 
den Schwerpunkt der Wurzeln), da diese Geraden zugleich 


Asymptoten der Kurve sind und alle Asymptoten sich in diesem 
Punkte schneiden, wie schon früher ausgeführt. 

Ferner bemerken wir, dass bei trinomischen Gleichungen 
die Asymptoten nur dann von der Kurve selbst geschnitten 
werden können, wenn sie selbst zur Kurve gehören und des- 
halb mit Anfangstangenten zusammenfallen. Denn die Substi- 
tution von sinnpg=0 in die Gleichung der Curve giebt 

sin mp0. 

Lassen wir schliesslich nach der Björling’schen Methode 
den letzten Coefficienten der Kurvengleichung varüren, d.h. 
betrachten wir die Gleichung: 
sin mp 


n__h.tm — ; » pa—-m—h. 
tt —h-tm=u-iv oder ı h Se, 


wo h alle reellen Werte durchlaufen möge. 

Für positive h bleibt die Form der Curve stets dieselbe, 
nur der Massstab ihrer Dimensionen ändert sich, für h=0 
wird die Kurve identisch mit ihren Asymptoten, und für nega- 
tive h geht sie über auf die andre Seite derselben und ist reell 
in den Sectoren, wo sie für positive h nicht existierte. 

Für h=0 geht die trinomische Gleichung über in die 
binomische tt=u(+4iv), und wir erhalten so die bekannte 
geometrische Auflösung dieser Gleichungen, deren Wurzeln sich 


bei positivem u auf den aequiangularen Strahlen = 2k ei 


fortbewegen, und zwar alle in gleicher Entfernung Yu vom 
Nullpunkt, in welchem sie für u=0 zusammenfallen, während 
sie für negative u auf den n andern Asymptotenstrahlen 


— (Ik +1): - 
wieder heraustreten. | 
Für einige trinomische Gleichungen sind die complexen 
Primärkurven beigefügt, (cf Figurentafel) und zwar gehört: 
Fig. Izut—t=u 
Fig U u #—t’=zu 
Fig. II zut—t=u 
Fig. IV zu tt —t?=u. 
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Die Zeichnungen erheben keinen Anspruch auf peinliche 
Genauigkeit, sondern sollen nur als Illustrationen zu den obigen 
allgemeinen Betrachtungen dienen. — Die Zeichen an den 
einzelnen Kurvenästen sind die Vorzeichen von u an den be- 
treffenden Stellen; die Punkte, für welche u=0, sind durch 
kleine Kreise hervorgehoben; die Punkte A sind die von Null 
verschiednen Wurzeln der Ableitung. Ein derartiges Kurven- 
tableau für eine bestimmte trinomische Gleichung ist ohne be- 
sondere Mühe zu construiren und gewährt einen klaren Ueber- 
blick über die Lage der einem bestimmten u entsprechenden 
reellen oder complexen Wurzeln. Wenn auf einem Ast der 
Primärkurve keine Wurzel der Ableitung f(t)=u,—+iv, liegt, 
so wächst auf ihm u stetig und ohne Stillstandspunkte von 
— «bis + und geht nur 1 Mal durch Null. Denn 

du = u, dx—v,dy | 
dv=v, dx-+u, dy. 
Wenn wir auf der Kurve v=0 bleiben, so ist auch dv=0; 


also dy=— idx; dies eingesetzt giebt: 

1 
du w’+wm? ds TER N ken a un 
ee oder da arVı+y? =, Vu’tn? 


= a Vu ?+-v1°; 
oder in Worten: auf der Kurve v=0 kann u ein Maximum 
oder Minimum nur erreichen, wenn u =v,—0, d.h. in einem 
Wurzelpunkt der Ableitung (cf. Fig. IV). 

Liegt auf einem Zweig der Primärkurve keine Ableitungs- 
wurzel. so hat die Gleichung für jedes u hier eine Wurzel und 
diese Wurzel, sowie der ganze Curvenzweig ist einer complexen 
Wurzel der Ableitung zugeordnet, wie wir für trinomische 
Gleichungen schon bewiesen haben und für allgemeine später 
beweisen werden. 


Auch aus den beigefügten Kurvenbeispielen ist ersichtlich, 
wie jeder Lateralzweig auftritt in der Nähe einer complexen 
Ableitungswurzel, welche man gewissermassen als das Samen- 
korn für denselben auffassen kann, ebenso wie die Transversal- 


re 


zweige der Primärkurve hervorgerufen werden durch die reellen 
Wurzeln der Ableitung. — Mit anderm Ausdruck könnte man 
die Primärkurve auch bezeichnen als das Integral der Ab- 
leitungswurzeln, da sie der Ort aller Punkte ist, welche das 
Integral der Ableitung = 0 machen. 

Wenn auf einem Kurvenzweig eine Ableitungswurzel liegt, 
so hat die Kurve hier einen Doppelpunkt; erreicht u für die 
eine Richtung ein Maximum, so ist es für die andre ein Mi- 
nimum. Dies folgt aus der bekannten Gleichung 


welche ebenso wie die andern: 

dur OWu Urs 

O2, :0 dr 
nicht nur für die Differentialquotienten in der Richtung der 
Coordinatenachsen gilt, sondern allgemein in zwei auf einander 
senkrechten Richtungen. Der Beweis dafür ist kurz folgender: 
In der Richtung & wird 


du : 

ds — U COS @ — Vj sın ®©. 

d’u i 

-— ZU,, 60820 — V,,:sin2o; darauf senkrecht 
ds? 

d’u 


(et? ) = —U,, 60820 -+-v,,:s1n2@. 


1A 
a :(o+ 7,0 
d’u 
Ist also de 
positiv, dann muss es für den andern negativ sein und wir 
können unter allen Umständen die Wurzelpunkte auf einem 
dieser Zweige nachweisen. 


in dem Doppelpunkt für den einen Zweig 


8. 


sin mp 


mit. Berücksichtigung der 
sin np 


Da die Kurve rm — 


obigen Ausführungen nicht schwierig zu zeichnen ist, nament- 


RT 


\ 


lich wenn es nicht auf exacte Ausführung ankommt, so könnte 
man vielleicht diese Kurven benutzen zur ungefähren Bestim- 
mung der complexen Wurzeln einer trinomischen Gleichung, 
besonders wenn man folgende Ergänzung zu Hilfe nimmt. 
Jede gegebene trinomische Gleichung kann man auch auf 
die Form bringen: 
—u-t9 +10; mm -memoeu(+ iv). 

Drücken wir nun die Bedingung aus, dass der Üoefficient u 
nur reelle Werte annehme, so erhalten wir als geometrischen 
Ort der Wurzeln der Gleichung wieder eine Kurve v==0, wo 
aber jetzt (n—m=p) v=r?’sinpp— =". sinmp=—0. 

_— sInMY 

— sinpp 
Construirt man diese Kurve in demselben Massstabe wie für 
die Gleichung #? —t"—u (etwa auf durchscheinendem Papier) 
und legt sie auf jene so, dass die Coordinatenachsen beider 
Ebnen zusammenfallen, so werden die Schnittpunkte beider 
Kurvensysteme die complexen Wurzeln der Gleichung 


geben. 

Diese Construction ist die graphische Darstellung der von 
Gauss (Bd. II. pag. 95) gegebene approximativen Berechnungs- 
weise der complexen Wurzeln einer trinomischen Gleichung 

Matt —+-b=0. 


Wir construiren sie als Scnnittpunkte der Kurven: 


sinm 
en EN, und M=b:- 
sinngp 


sin mp 
sinpp 


eliminiert man hieraus r, so folst: 

(— a)" - (sin mp)" - (sin pp)? — bP- (sinn). 
In diese Formel geht die von Gauss angeführte über durch 
die Annahme reeller Co&fficienten. 


Vielleicht ist für die Praxis noch der Beachtung wert, dass 
für sehr kleine u die complexe Primärkurve mit den Anfangs- 
tangenten und für sehr grosse u mit den Asymptoten zu iden- 
tificieren ist. Dadurch lässt sich die Berechnung complexer 


Wurzeln zurückführen auf die positiver, reeller Wurzeln, und 
2 
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durch einfache Betrachtungen kann man dann auch leicht den 
dabei gemachten Fehler im Winkel 9, wenn er nicht gar zu 
gross ist, bestimmen. — 
Für die oben erwähnte Primärkurve 2ter Art, 
sin mo 
sinpgp 
ist es nicht mehr notwendig, dass p>m; unsere früheren Un- 
tersuchungen über die Form solcher Kurven werden also hin- 
fällig, da sie darauf basierten. 
Jedoch lässt sich der eine Fall leicht auf den andern zu- 
rückführen, wenn man bedenkt, dass 
__ sinmgp 
sin pp 
in Bezug auf den Kreis r=1. 


rı —sın 


sin pp 
sinmg 


die Reciproke von r= 


Die Asymptoten treten bei der Reciproken als Anfangs- 
tangenten auf und umgekehrt, die Lateralzweige werden zu 
Schleifen, die durch den Nullpunkt gehn. Sie gehen von hier 
aus und kehren dahin zurück, nachdem ihr Radius Vector ein 
Maximum erreicht hat. 

Es sei hier noch besonders hervorgehoben, dass dieselbe 
Methode, welche uns die complexe Primärkurve lieferte als 
den geometrischen Ort der Wurzeln bei variablem letztem 
Coefficienten, auch allgemein brauchbar ist zur Auffindung der 
Kurve, welche die Wurzeln beschreiben, wenn irgend ein Coef- 
ficient der Gleichung varürt. Wie wir schon sahn für den 
speciellen Fall der trinomischen Gleichungen, werden wir näm- 
lich zu diesem Zwecke die Gleichung dividieren durch diejenige 
Potenz der Unbekannten, deren Coefficient veränderlich sein 
soll, und zerlegen den dann resultierenden Ausdruck in seine 
reellen und imaginären Bestandteile, welchen letzteren wir gleich 
Null setzen. Man findet z. B. leicht, dass die Asymptoten der 
Wurzelkurve der Gleichung nten Grades f(t)=0, in der der 
Coefficient von t* variabel sei, gegeben sind durch 

sinm —k)P=0. 
Figur V repräsentirt die fragliche Kurve für die Gleichung 
t’—ut+1=0; 


BR 


die Zeichen bedeuten wieder das Vorzeichen von 
COS 
r 
Die 3 Punkte u=0 bilden als Wurzeln von ?+1=0 
ein gleichseitiges Dreieck. 
Wie die Figur zeigt, hat diese Gleichung für negative u 
eine reelle Wurzel zwischen @) und dem Nullpunkt und 2 


u=r?cos2p9+ 


complexe Wurzeln, welche sich immer mehr rein imaginären 
Werten nähern. Für positive u liegt jedenfalls 1 reelle Wurzel 
links von (e), die anderen beiden sind entweder reell oder 
complex, letzteres für sehr kleine u, ersteres für sehr grosse. 


g 


Wir wollen jetzt noch kurz einige Bemerkungen zusammen- 
stellen über die complexe Primärkurve der 4gliedrigen Glei- 
chungen. — Gegeben sei: 

2 Ea t# I R.% ul; hier giebt v—0: 
r’.sinvp + ar“. sinup-+b-r?sinAp=0 
oder für v—A=v; u—Azu 
ı” sin vp-+a-r sinup-+b-sinAp = 0. 

Die Berechnung von r erfordert also die Bestimmung der 
reellen positiven Wurzeln einer trinomischen Gleichung. Da 
findet man aber leicht, dass die Gleichung: 

x” +3. x" +bz:0 
1 positive Wurzel hat, wenn b<0, hingegen keine positive 
Wurzel, wenn b>0 und zugleich a>0, und für a<0 keine 
oder 2 positive Wurzeln, je nachdem (für v— up): 

up <br 

R pr > er 
Sind diese beiden Ausdrücke gleich, so hat die Gleichung 
natürlich 2 zusammenfallende reelle positive Wurzeln. — Dies 


wollen wir nun anwenden auf die Gleichung: 
‚ sin ‚ sin Ap 
ı”’ -—+a- eh ol + bb, =0. 
sin vo sin vp 
Wenn wir v, u, A als relativ prim voraussetzen, so enthält 
23% 


eo 


die Gleichung nur sing als von r unabhängigen Factor, d.h. 
die reelle Achse ist der einzige geradlinige Bestandteil der 
Kurve. Auf ihr werden Doppelpunkte bestimmt durch die 
reellen Wurzeln der Ableitung: 

Pa I med 
ausser diesen ist natürlich noch der Nullpunkt ein Afacher 
Punkt der Kurve. 

Zur weitern Untersuchung derselben teilen wir wieder 
den Winkelraum von O0 bis x in s gleiche Teile, wo s das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von v, u, A bedeutet, und 
bestimmen für jeden einzelnen Sector das Vorzeichen von 

sin A sin 
sin a a in 


Wir schon früher abgeleitet, ist ZUR positiv, wenn 
sin vQ 


E (2) = (2) mod 2. 


+ 


Nur 1 Wurzel ergiebt sich für den Radius Vector dort, wo 
pn AD _ 0 
sin vp 
Die Kurve existiert jedenfalls nicht = den Sectoren, wo 


b- wen und zugleich a: 
sin vo sin 


ist jedoch erstere Grösse positiv und ie negativ, so wird 
die Kurve entweder in keinem oder in 2 Punkten vom Fahr- 
strahl geschnitten. Die Tangente, welche man in diesem Sector 
vom Nullpunkte aus ziehn kann, lässt sich durch ein Näherungs- 
verfahren bestimmen aus der Gleichung: | 


. n sin I 


wenn NO sinvp) 
a en 
8 sin vg, 


Am einfachsten zu ermitteln sind die Werte des Haie 
Vector auf den Grenzen der s Sectoren, nämlich für die Strah- 
len sinvp=0, sinup=0, sinäp=0, da sich hier die trino- 
mische Bestimmungsgleichung auf eine binomische reduciert. 


BEN O 


Daraus, dass letztere höchstens 1 reelle, positive Wurzel haben 
können, folgt, dass die Asymptoten und Anfangstangenten nur 
in 1 endlichen und von Null verschiednen Punkt von der Kurve 
geschnitten werden, wenn dies überhaupt der Fall ist; wir er- 
halten für: 


ine 
a dei RER b Be 
« Ri le 
v 
DH 
E h sin — 
9 = —: " =—b an 
® sin —z 
u 
N in 
9: ee 
A . vk 
sin Zr 


Ein Beispiel für diese Ausführungen findet man in der 
unten behandelten allgemeinen Gleichung vierten Grades. 

Nehmen wir nun an, v, u, A hätten den grössten gemein- 
schaftlichen Teiler ö, so wird sin dp ein Factor der Kur- 
vengleichung, und es treten die Strahlen ve als Kurven- 
teile auf, welche entweder von einem andern Zweig geschnitten 
werden oder isolirte Aeste sind, je nachdem auf ihnen eine 
Wurzel der Ableitung liegt oder nicht; im Uebrigen wird das 
oben Gesagte dadurch nicht wesentlich geändert. 
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Jetzt mögen für die allgemeinen Gleichungen ersten bis 
vierten Grades mit reellen Coefficienten die verschiednen For- 
men der complexen Primärkurve angeführt werden, welche 
den vorkommenden Combinationen der Ableitungswurzeln ent- 
sprechen. 

Für die Gleichung 1. Grades t—a=0 hat die Ableitung 
keine endliche Wurzel; die Primärkurve ist y=0, die reelle 
Achse Für die Gleichung 2. Grades habe die Ableitung die 


N 


Wurzel t=a; also wird die Gleichung: t?—2at=u(+iv); 
v=2xy—2ay. 

Die Primärkurve besteht also aus den beiden auf einander 
senkrechten Graden y=0, x=a, deren Doppelpunkt in der 
Ableitungswurzel liegt, wie vorauszusehn war. 

Für die Gleichung 5. Grades, welche wir reduciert voraus- 
setzen, habe die Ableitung, die dann gleichfalls reduciert sein 
muss, die Form t?— 6°; die Gleichung wird dann: 

t? — 39t=u(4iW). 
v=x’y— y?’—30°y=0; 
zerfällt iny=0 und y?’=3(x?—0?); oder in Polarcoordinaten: 
sin 


ge od 
ei. sindp 


Ausser der reellen Achse haben wir also eine Hyperbel 
mit den Asymptoten y=+x-YV33; für positives 6? ist die Abs- 
cissenachse Hauptachse der Hyperbel, welche für negatives 
ö?, d.h. wenn die Ableitungswurzeln imaginär werden, in die 
conjugierte übergeht. Im ersteren Falle liegen die Scheitel in 
den Ableitungswurzeln + ö, im letztern in den Punkten 

+1.d-.V3, 
also liegen dann die Ableitungswurzeln ausserhalb der beiden 
Kurvenzweige Für ö=0, wenn die Wurzeln der Ableitung 
im Nullpunkt zusammenfallen, geht die Hyperbel in ihre Asymp- 
toten y?= 3x? über. 

Für die reducierte Gleichung vierten Grades habe die 
Ableitung die Wurzeln: 

—2a, +at1-bd. 
Die Gleichung wird dann: 
t+ — 21? (8a? ? +99) =u-+ iv. 
v=r*sin 4o — 2r?-sin 2p (33?—6°) + Sar-sinp(a?+06)=0. 
5; sin? sin 
—2r (32? — 8°). — te (a?-49?). — 0 
en wir aus von dem Fall, dass 6°=-3a?, d.h. die Ab- 
leitungswurzeln ein gleichseitiges Dreieck bilden; die Gleichung 
wird für diesen Fall trinomisch und wir können leicht ermitteln, 
dass ihre Primärkurve die in Fig. VI gegebne Form hat. 


Lassen wir die Ableitungswurzeln sich der imaginären Achse 
nähern, also a kleiner und ö grösser werden, so wird die Pri- 
märkurve etwa die Form VII annehmen. Fallen schliesslich 
alle 3 Wurzeln in die Ordinatenachse, oder wird 30, so ist 
die Gleichung t+26°t?=u; die Kurve 
v=rtsin 4p-+ 26°?r?sin29 =0 
zerfällt in: sin29 = 0; r?cos2p +6? =0. 

(VOI). Sie besteht aus den beiden Hauptachsen und einer 
gleichseitigen Hyperbel, deren Scheitel in den rein imaginären 
Wurzeln der Ableitung liegen. Besonders interessant ist es, 
den Uebergang der Form VII in VIII zu verfolgen, wobei 
die imaginäre Achse aus 3 krummlinigen Bestandteilen entsteht. 

Gehn wir nun wieder zurück auf den Fall ö°=3a° und 
lassen ö° jetzt abnehmen, während a constant bleiben mag. 

Aus der dann auftretenden Form IX ist ersichtlich, dass 
die Lateralzweige sich herabsenken zur reellen Achse, gleich- 
sam angezogen von den Ableitungswurzeln, bis sie für d=0 
in einander überfliessen und die Kurve hier einen 3fachen 
Punkt erhält (X). Wird 6? negativ, oder alle 3 Wurzeln 
der Ableitung reell, so lösen sich die in X verschlungnen 
Aeste wieder auf, bilden aber jetzt Transversalzweige (XD. 
Wird schliesslich 6?=: — a?, so fällt wieder eine Ableitungs- 
wurzel in den Nullpunkt und die Primärkurve (XII) besteht 
aus den beiden Coordinatenachsen und einer gleichseitigen 
Hyperbel, deren Hauptachse aber jetzt die Abscissenachse ist. 
Lassen wir 6? noch weiter abnehmen, so zeigt die Primärkurve 
keine neuen ‚Formen, sondern es treten die alten auf der ent- 
gegengesetzten Seite der Ordinatenachse wieder auf. 
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Bevor wir die Untersuchungen über die complexe Primär- 
kurve abschliessen, wollen wir noch einige allgemeine Fragen 
erledigen, die für dieselbe von Wichtigkeit sind; und zwar: 

1) auf welcher Seite der Asymptoten liegen die unendlichen 
Aeste der Kurve? 


N EL 
Für die Gleichung: r"sinnp-F a-r"sinmp:-+-—=0( er- 

hält man die Asymptoten der entsprechenden Kurve, indem 

man durch r? dividiert, a. setzt und nun die Bedingung 

ausdrückt, dass eine Wurzel e=0 werde, also 

sinnp —=0, no Setzen wir De, so wird diese 


Wurzel ungleich Null, aber für kleine ö noch sehr klein sein, 
so dass wir die höhern Potenzen von o vernachlässigen können. 
Wir haben also nur die Gleichung zu betrachten: 


sinng-- a-o""".sinmp=0, oder p = Ei ) 


(1)! sinn 
a-sin es 


(Dt. sinnd 


097 — 


. mka mkr . 
a-sın . cos md -+- 2» cos --sin mo 


Dies muss eine positive Grösse sein; wenn wir aber 
SER 
sn—— z—0 
n 
und Ö sehr klein voraussetzen, so ist ihr Vorzeichen gleich dem 


BEINE, 
„El, 


p) 


y. 


a-sın 
n 


daraus folgt, dass ö dasselbe Zeichen haben muss wie 
:+MmK 
(— 1)\*! .a.-sin am 


Diese Formel reicht im Allgemeinen aus, um zu bestim- 
men, auf welcher Seite der Asymptote die Kurve reell wird; 
sie wird unbrauchbar, wenn 


: mk A 
sSIN ——- 7 0, mk eis A, 
Sn 


was eintreten kann, wenn m, n einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. 

Dann müssen wir noch das folgende Glied b-r!-sinlp be- 
rücksichtigen; und da wir wissen, dass eine trinomische Glei- 


ee 


chung 1 positive Wurzel hat, wenn ihr letztes Glied negativ 
ist, so finden wir leicht, dass ö dasselbe Zeichen haben muss, 
wie (— Det beein I". 

Eine ganz analoge Behandlung gilt für die Tangenten der 
Kurve im Nullpunkt. Auch für jeden Transversalzweig über- 
haupt kann man leicht bestimmen, auf welcher Seite der ver- 
tikalen Tangente er in der Nähe der Abscissenachse reell wird. 
Die Kurve für die Gleichung f(t)= 0 hatte in Parallelcoordi- 
naten die Gleichung: 


> 
v hin? „Hr 
— =f(x)—-f”(x)--- = 
tw” 
Setzen wir nun y’ also so klein voraus, dass wir die höhern 
Potenzen vernachlässigen können, so folgt: 


also ist die Kurve reell auf der Seite der betreffenden Wurzel 
von f(x)=0, wo f(x) und f” (x) dasselbe Zeichen haben. Dies 
wird allgemein nur auf 1 Seite der Fall sein können, ausser 
wenn f(x) in demselben Punkt eine Wurzel hat. Ob die 
durch diesen Punkt («) gehende Tangente noch sonst von der 
Kurve eh wird, 22 aus 2 Gleichung zu ermitteln: 
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Ueberhaupt u es sich empfehlen, bei Berechnung der Kurve 
ihre Schnittpunkte mit denjenigen vertikalen Geraden zu be- 
stimmen, welche durch eine reelle Wurzel einer Ableitung un- 
paaren Grades gehn, weil dadurch immer ein Glied der Be- 
stimmungsgleichung annulliert wird. — 


2) Kann es bei höhern Gleichungen vorkommen, dass bei 
variablem letztem Gliede die complexen Wurzeln sich so än- 
dern, dass ihr reeller Teil constant bleibt, wie dies z. B. bei 
den quadratischen Gleichungen der Fall ist, oder mit andern 
Worten: 

Wann ist eine vertikale Gerade Teil der complexen Pri- 
märkurve? 


a 


Wir sahn schon früher, dass sie durch den Schwerpunkt 
der Wurzeln gehn muss, welcher bei reducierten Gleichungen 
in den Nullpunkt fällt. Die Gleichung der Kurve ist: 


Wal. Te 
a, sit (X) 0. 


Dieser Ausdruck kann nur dann einen von y unabhängigen 
Factor enthalten (x—.a), wenn dieser .ein Factor aller Ab- 
leitungen unpaaren Grades ist; dazu ist aber vor allem er- 
forderlich, dass n, der Grad der Gleichung, eine gerade Zahl 
ist, da sonst der Coefficient der höchsten Potenz von y eine 
von x unabhängige Uonstante würde. Für reducierte Gleich- 
ungen müssen also alle Ableitungen unpaarer Ordnung den 
Factor x haben, d.h. aus der Gleichung paaren Grades müssen 
die Coefficienten aller ungeraden Potenzen der Unbekannten 
fortfallen. Es würde keine Schwierigkeit machen, die sich 
daraus ergebenden Relationen für die Coefficienten einer nicht 
reducierten Gleichung niederzuschreiben. 

3) Die letzte Frage, die wir hier noch erledigen wollen, 
ist: Kann die Primärkurve auch noch zu andern Geraden als 
der Abscissenachse symmetrisch liegen ? 

Dass sie zu dieser symmetrisch ist, beruht darauf, dass die 
Gleichung reelle Coefficienten hat; um also zu finden, ob sie 
zu einer bestimmten andern Geraden auch symmetrisch liegt, 
müssen wir diese zur reellen Achse machen und untersuchen, 
ob die Gleichung auch dann nur reelle Coefficienten hat. Wir 
transformieren die Coordinaten durch die Gleichung: 
t=r-e!® +h und substituieren dies in die Gleichung f(t)=0. 
Wir erhalten: 


N. enie nr len Dep za). 
wenn wir voraussetzen 
224 n 3 
ft) et’ —namt Hs oT Et rk 


[2 (7g} . . krz 
Damit der Coefficient von r" reell werde, muss sein & = ns 


dann ist aber für &«<z e!N =D« jedenfalls complex, also muss 


sein h=z;. d.h. alle Symmetrieaxen müssen durch den Schwer- 
punkt der Wurzeln gehn, wie es ja auch evident ist. Wieder- 
holen wir nun, unter Annahme einer reducierten Gleichung, 


die einfachere Substitution t—r.e!®, so nehmen die Coefficien- 


kr 
ten die Form an: m;-e“ Da Ge ala WIUSE entweder 


6, — 0, oder A muss mit n einen gemeinschaftlichen Divisor haben. 


Wir sehn also, dass die Primärkurve einer Gleichung nur 
dann mehrere Symmetrieachsen haben kann, wenn sie entweder 
durch Reduction auf eine reine Gleichung gebracht wird, oder 
wenn die Exponenten aller vorkommenden Glieder einen ge- 
meinschaftlichen Teiler haben. Im erstern Falle bilden die 
Wurzeln ein reguläres n-Eck, und die Bedingungen dafür bei 
nicht reducierten Gleichungen, die mit Binomialcoefficienten 
geschrieben sein mögen, sind: 


ITo SE IE” .. °ICk zu 7t,E, ..» ‚zu—1 BELEF ml, 
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Hiermit sei die Discussion der „complexen Primärkurve“ 
v0 abgeschlossen, deren Betrachtung zweifelsohne oft von 
Nutzen ist für die Veranschaulichung der Lage der complexen 
Wurzeln. 

Wir benutzen sie noch als Grundlage einer Construction, 
welche die eingangs erwähnte Lücke ausfüllt. Dort erwähnten 
wir nämlich, dass die Kurve y=-f(x) durch ihre Schnittpunkte 
mit der Geraden y == const. die reellen Wurzeln von f(x) = const. 
angiebt, hingegen über die complexen nichts aussagt. 

Jetzt wollen wir nun über jedem Punkte der Kurve v=0 
den dazu gehörigen Wert von u als verticale Ordinate auf- 
tragen in der Richtung der z-Achse, wobei zu erwähnen ist, 
dass u offenbar das Produkt der Entfernungen des Punktes 
u=u, v=0( von allen n Wurzelpunkten u=-0, v=0 ist, da 


ee oe HI &—t); 


diese eigentlich complexe Grösse ist für die Punkte, wo v=0, 
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reell und wir können sie deshalb, wenn wir vom Vorzeichen 
absehn, gleich ihrem absoluten Betrage setzen. — 

Durch die angegebene Construction erhalten wir eine aus 
mehreren Teilen bestehende Kurve doppelter Krümmung und 
sehn dass die Projectionen ihrer Schnittpunkte mit der Ebne 
zu die n Wurzeln der Gleichung f(t)=u angeben. Der 
über der reellen Achse stehende Teil der Kurve ist natürlich 
identisch mit der ebnen Kurve y=f(x), welche jetzt nur in 
einer andern Ebne als bei der gewöhnlichen Auffassung zu 
denken ist. — Wenn aber jetzt die Ebne z=u über einem 
Maximum oder unter einem Minimum dieser ebnen Kurve hin- 
weggeht, so trifft sie allerdings diesen Teil nicht mehr, wohl 
aber schneidet sie dann die hier ansetzenden Teile, welche 
über den Transversalzweigen der Primärkurve liegen. Z. B. 
für die Gleichung 2. Grades t?=u erhalten wir zwei senkrecht 
über einander liegende Parabeln, deren Scheitel im Nullpunkt 
zusammenfallen, nämlich z=x? über der reellen Achse, und 
z— — y” über der imaginären. 

So kann man sich leicht überzeugen, dass aus m reellen 
Wurzeln der Ableitung m--1 reelle oder complexe Wurzeln 
der Gleichung hervorgehn. Complexe Wurzeln der Ableitung 
aber erzeugen jede einen Lateralzweig der Kurve, über welchem 
die z-Ordinate von — © bis +» ohne Stillstandspunkte an- 
steigt, geben also ebensoviel complexe Wurzeln der Gleichung. 

Zu bemerken ist noch, dass der Differentialquotient der 
z-Ordinate nach dem Bogen s der Projection v=0: 

Yu tri[el] 
wie schon früher abgeleitet. 

Es ist also nicht nur für die reelle Achse, sondern für 
alle Teile der construierten räumlichen Kurve der absolute 
Betrag der Tangente des Neigungswinkels der tangierenden 
Geraden gegen ihre Projection gleich dem absoluten Betrag 
der Ableitung. 


Die zuletzt betrachtete Kurve doppelter Krümmung v=0, 
zu liegt natürlich auf der im Anfange erwähnten Fläche 


N OR et 


z— Yu? —+-v? 
und giebt gewissermassen nur das Skelett derselben, welches 
für die Wurzeln der Gleichung von besondrer Wichtigkeit ist. 
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Alle bisherigen Betrachtungen haben sich beschränkt auf 
die Kurve v=0, welche ja auch über die Verteilung der 
Wurzeln vollkommen Aufschluss giebt; wir erfahren daraus 
aber nichts über die Möglichkeit, von einem beliebigen Punkte 
der complexen Zahlenebne u=u, v=v’ aus mit Sicherheit 
einen Weg nach den Wurzelpunkten u=0, v—0 aufzufinden. 
Dies soll jetzt unsere Aufgabe sein, und vor Allem wollen wir 
eine Methode suchen, die uns von den als bekannt vorausge- 
setzten Wurzeln der Ableitung zu denen der Gleichung führt. 

Ein ähnlicher Gedanke ist behandelt von Raabe in den 
Sitzungsberichten der mathematisch-naturwissenschaftl. Classe 
der Kaiserl. Academie der Wissenschaften zu Wien. Il. Ab- 
teilung. Bd. 63. pag. 733—759. Verfasser geht aus von den 
bekanntesten Sätzen über complexe Functionen und beweist 
dann den Satz, dass die Asymptoten der Kurve u == const. die 
Winkelräume der Asymptoten der Kurve v== const. halbieren 
und umgekehrt. In sehr grossem Abstande vom Nullpunkte 
ist dann das Vorzeichen von u und v in jedem der so gebilde- 
ten Sectoren abwechselnd der Reihe nach positiv und negativ. 

Verfasser nennt nun eine Asymptote, auf welcher u sowol 
wie v ein andres Vorzeichen haben als in der Nähe des Null- 
punktes, eine „Pforte“ zu einer Wurzel der Gleichung. Er 
will nämlich ungefähr in der Richtung dieser Asymptote sich 
dem Nullpunkte nähern, giebt aber keine bestimmte Kurve für 
dies Vorschreiten an, sondern warnt nur davor, etwa eine Kurve 
u=0, oder v0 zu überschreiten. Es ist ja selbstverständlich, 
dass man schliesslich zu einem Wurzelpunkte u=0, v=0 ge- 
langt, wenn man jene Klippen glücklich vermieden hat, dass aber 
diese Methode, auch bei einer weniger elementaren und um- 
ständlichen Behandlung als dort, selten praktisch verwendbar 
ist, scheint ebenso offenbar. — | 


BER 1 


Wir gehn wieder aus von der Fläche z= Vu? -+-v?, auf 
welche wir ja auch durch die Betrachtung der Kurve v=0 
schliesslich hingeführt waren. Wir haben die Niveaulinien 
dieser Fläche u? +v?’=a? „allgemeine Lemniscaten‘ genannt, 
weil für ihre Punkte das Produkt der Entfernungen von n 
festen Punkten constant (=a) ist. Es kommt jetzt darauf 
an, die Gleichung der dazu orthogonalen Linien des grössten 
Fallens zu finden, welche uns vielleicht nicht auf dem kürzesten 
Wege, aber jedenfalls mit Sicherheit zu einem Wurzelpunkt 
führen. 

Setzen wir: da=p- dx -+q- dy, dann ist pdx--q- dy=0; 


Fee D 
de line en 
die Differentialgleichung der Lemniscaten, und 


q: dx— p..dy; =, 


die ihrer orthogonalen Trajectorien. Daz—Yu?-+v: und 


u) —V;, Us — 
(wo u . a etc.) 
125% char b) eu oy ’ 
so wird für die Lemniscaten 
we uu, ey 
uv, — vu,’ 


also für die Falllinien: 
‚ww —um 
Im w ww 
Um diese Gleichung zu integrieren, drücken wir dx, dy 
durch du, dv aus. 
Aus du=u, d«— v, dy 
dv=v; dx-+ u, dy folgt: 


u, du-+v, dv 
dx 1 1 
ie 
aan: 


u?+v? i 
‚ — m du-+u, dv 


Ran. 


Dies eingesetzt in die Differentialgleichung der Falllinien: 
—vydu+udv —vwu+uv 


wdu+vd wu+nv 
oder: 
dv; y, vv 
du u 1, U 
dv v vv? 
rer ne MIRE 1 
ie u, uu 
hieraus folgt: 
I REV BETT 
N ECH i 


wo e die Integrationsconstante sei. 

Dies Resultat kann man auch folgendermassen ableiten: 

In der isogonalen Verwandtschaft ft)=u-+tiv=w ent- 
spricht dem w-Kreise u?-+v?— a? die allgemeine Lemniscate im 
t-Gebiet; da die entsprechenden Figuren in den kleinsten Teilen 
ähnlich sind, also correspondierende Kurven in beiden Gebieten 
sich unter demselben Winkel schneiden, so müssen die ortho- 
gonalen Trajectorien der Lemniscaten diejenigen Kurven sein, 
welche den Radien des w-Kreises entsprechen, also die Kurven 
vze+u. 

Wir könnten ebenso die Kurven u=c, v=c als diejenigen 
Kurven auffassen, welche im t-Gebiet den zu den Coordinaten- 
achsen des w-Gebietes parallelen Geraden entsprechen, woraus 
z. B. sofort folgt, dass sie sich rechtwinklig schneiden. Diese 
Auffassung wollen wir aber mehr in den Hintergrund treten 
lassen, diese Kurven vielmehr als krummlinige Coordinaten be- 
trachten und sie als algebraische Coordinaten nter Ordnung 
bezeichnen. In diesem Coordinatensystem ist dann die früher 
betrachtete complexe Primärkurve die Abscissenachse (v0), 
auf welcher n Nullpunkte liegen. Es ist ein Problem, das 
ebenfalls später gelöst wird, jedem dieser Nullpunkte sein Ge- 
biet in der complexen Zahlenebne zuzuweisen. Für n=1 
sehen diese Coordinaten über in die gewöhnlichen geradlinigen 
Paralleleoordinaten mit 1 Nullpunkt, dargestellt durch die 
Gleichung: t—g— ih=u- iv. 


un IE oe 


Selbstverständlich sind wir bei diesen Coordinatenbetrach- 
tungen nicht daran gebunden, dass die Gleichungen lauter 
reelle Coefficienten haben. 
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Behufs bequemeren Ausdrucks führen wir auch krumm- 
linige Polarcoordinaten jeder Ordnung ein, indem wir setzen: 
On | 
(eye, iv bear 
tt) u, Biy. oc G.e7 
Die weiteren Ableitungen werden wir im Allgemeinen nicht 
brauchen; wo sie aber auftreten, z.B. bei mehrfachen Wurzel- 
punkten, wollen wir sie durch indicierte a, & bezeichnen, also 
für k>2 
£(k) (t) Fu He 
Zunächst wollen wir die Formeln für die Differential- 
quotienten zusammenstellen. 
Au dHW=f(t)-d=du+tidvr=e*(datia-de) 
folgt für dt==dx 11.dy | 
du =u,d«— v, dy; rs ren, dy. 
u,du+v,dv cosß- Ser sin ß-dv 


4 leur —Sinß; a - dv 
I: 2 2 zZ 
u?+v b 


Bezeichnen wir mit @ den Winkel der Tangente mit der Abs- 
cissenachse, und mit. ds das Bogenelement Y (dx)?-+-(dy):, so 
ist di=dx -Hidy— ds-e'®; diese Form wird häufig die Formeln 
ausserordentlich vereinfachen. Man erhält dafür: 
b.eiß.ds-e® eilt (da-+i-a-da). 
da-+i-a-de=b.ds-e!dre el. 
da—b.ds.cos (B--o— a) 


de = ds. sin (d + @—-«). Auch folgt: 


ER ELT SA 


du=b-ds. cos (+ ») 

dv—=b-ds. sin (+0). 

V (du)? + (dv)? =b.ds. 
Berechnen wir zunächst den Winkel, den die Kurve v=const. 
mit der Abscissenachse an einem gegebnen Punkte bildet; er 
ist offenbar unabhängig von dem speciellen Werte der Con- 
stanten, und folgt aus dv=b-ds.sinß+-o)=0 = —B. 

Der Winkel zwischen der Kurve, welche durch die allge- 
meine Gleichung ersten Grades gegeben ist (v=e-u--f), und 
der Abscissenachse folgt aus dv=ze-du, ist also unabhängig 
von f. Wir finden: b-ds. sin (B+o)=e-b-ds-cos (+0); 

oder für e=tgy 
sin (B-+ ©) cos — cos (ß + ©)-sinn—=0; 
sin (+0 —n)=0; 
o—=n—Pß. 

Durch Vergleichung dieses Resultats mit dem vorigen 
folgt, dass die „lineare“ Kurve v=e-u-+f mit der durch den 
betreffenden Punkt gehenden Abscissenkurve v=c den Winkel 
n==arctg e bildet. (Dies folgt auch aus der isogonalen Ver- 
wandtschaft, da die Gerade y=e-x--f denselben Winkel bildet 
mit y= const. 

Jetzt wollen wir die Richtung der Tangente an die allge- 
meine Kurve f(u, )=0 in einem gegebnen Punkte bestimmen. 
Aus der Kurvengleichung folgt: 


of of N 
Qu. du+,..dv=0; 


of of 
7, %ı dx—v, dy) +50 dx-+u,dy)=0; 


oder für —tgo; —tgß, 
of De 
Pte) +,, sin (P+o)=0; 
of 
Re] 
ee rt 
ov 


En a 


; of Of :atiah: 
Andrerseits folgt aus Er 


of 

du a 
N de 
ov 


Die Kurve f(u, v)=0 bildet den Winkel © mit der Ab- 
scissenachse, mit welcher die durch denselben Punkt gehende 
Kurve v=c den Winkel (—ß) bildet; also ist 


dv 
n=ß+o=aretg(}.) 
der Winkel, den die Kurve f(u, )=0 mit v==const. bildet. 
Daraus folgt, dass wir in unserem Coordinatensystem diejenige 


Kurve als Tangente auffassen können, für welche > constant 


ist, nämlich die „lineare“ Kurve v=eu--f; hierin ist e=- 
zu setzen, und f so zu bestimmen, dass die Kurve durch den 
gegebnen Punkt geht. 

Wir sehn also, dass diese Coordinaten in Bezug auf Differen- 
tiation sich gerade so verhalten wie die Parallelcoordinaten, 
wenn auch an Stelle der geradlinigen Tangenten hier krumm- 
linige treten; dass diese linearen Kurven aber, wenn sie auch 
die Eigenschaft verloren haben, die kürzeste Entfernung zwischen 
2 Punkten zu markieren, dafür ein Aequivalent besitzen, wird 
sich später zeigen. 
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Auf die Bestimmung der Tangenten folge die Untersuchung 
der Krümmung, und zwar zunächst der linearen Kurven. Be- 


do 


kanntlich ist der Krümmungsradius o Eu Für unsre Kurve 


v=eu-+f ist 
dv | | 
ante ro)=e=tgsl) a=e—P. 


e ist längs einer Kurve constant, also da = — dß. 


Be 


Hieraus leiten wir zunächst eine interessante Folgerung 
ab. do ist der Winkel, den 2 unendlich nahe Normalen der 
Kurve einschliessen; integrieren wir die Gleichung längs der 
Kurve von t, bis t, und nennen w den Winkel, den die Nor- 
malen in diesen 2 Punkten mit einander bilden, so wird: 

v=— = —Pı- 

7. B. für n=2, wo die linearen Kurven gleichseitige 
Hyperbeln sind, deren Asymptoten durch den Nullpunkt gehn, 
und wo f(t)=2t=2r-el9, also B=9, folgt: die Normalen 
in zwei Punkten einer solchen Hyperbel schliessen denselben 


Winkel ein wie die Radien Vectoren. — Kehren wir nun zurück 
zur Gleichung da = —dß, um = zu bestimmen. 


V . 
Da B=arctg Ei so wird: 
u} 


u, ri AV zn 
1 
— a @ Yu Yıüj))dx + (u u + Vi Yin) dy, 


dB —' 


oder wenn u, +i-v,—=c-e”(ef. oben), 


dr ‚ds )oos o- sin (y— ß) + sin o- 008 (7 —B)| 


— ds. siny+o— =, -ds-sin(ee +97 —2P). 


BE un c4r—am 
IE E fi —b 
IT e-sine@+y—2P). 

Legen wir nun durch 1 Punkt alle unendlich vielen linearen 
Kurven, d. h. lassen wir den Winkel & variieren, so beschreibt 
der Krümmungsmittelpunkt für diese Kurvenschaar offenbar 
eine Gerade, denn b, c, ß, y bleiben ja constant. Der kürzeste 
Abstand des Punktes von dieser Geraden oder das Perpen- 
dikel darauf wird in der Richtung der Normalen zu derjenigen 
Kurve liegen, für welche der Krümmungsradius oe ein Minimum 


ist, d.h. wo sin e +7—-2B)=+1l, 
5*+ 


ei a 


=Z(2k +1) +2B—y. 


In der darauf senkrechten Richtung wird o=», oder 
die Krümmung gleich Null, also muss die entsprechende lineare 
Kurve hier einen Inflexionspunkt haben, wenn sie nicht etwa 
in eine Gerade degeneriert. Es wäre vielleicht noch der Er- 


wähnung wert, dass man, für jede Kurve die Krümmung - auf 


der Normalen als Strecke auftragend, einen Kreis erhält, dessen 
Durchmesser in der zuerst bestimmten Richtung liegt. 

Für die beiden erwähnten Hauptrichtungen ergiebt sich 
eine interessante geometrische Interpretation. — Denken wir 
uns nämlich die durch den betreffenden Punkt gehende Lemnis- 
cate (n—1)ter Ordnung uw°-+v,?=b? construiert, welche 
offenbar durch Verlegung der n Nullpunkte des algebraischen 
Coordinatensystems n ter Ordnung nicht alteriert wird, und 
bestimmen deren Tangente hier, so wird: u, du, 4 v, dy =0. 

u, + Yı Yu) + — Vu t+vUu,)dy—=0. 
b-c-ds- cos (d—y). cos + sin (B — y). sino} —0. 
ces y + oa — P)=0 
u == . z ; BY; 
also bildet die Tangente ” der Kurve v=e-u-+f hier den 
Winkel €—-ß— o, oder 


e+7—28— 


Es wird also für einen a Punkt diejenige lineare 


a 


Kurve das Maximum der Krümmung haben = E) welche hier 


die durch diesen Punkt gehende Lemniscate (n— 1) ter Ordnung 
berührt; für die Kurve des Büschels, welche mit dieser Lem- 
niscate den Winkel Y bildet, wird die Krümmung = 1.008 v, 
wie aus Vergleichung der obigen Formeln leicht erhellt; die 
senkrecht darauf stehende Kurve wird hier die Krümmung 
Null haben. 


Wir wollen dies illustrieren durch den Specialfall n—2. 
Für utfiv=t?—h?;, u=x?—y?—h’; v=2xy geht 
v—eu==f über in: 
2xy—e(x®— yP”—h’)=f, 
eine Schaar von gleichseitigen Hyperbeln, deren Asymptoten 
durch den Nullpunkt gehn; denn wenn man die Asymptoten 
bestimmt aus 
= —x?(, 


Yo 


so sieht man, dass das Product der beiden resultierenden 


Werte von I=— 1, dass also die Asymptoten senkrecht auf 


einander stehn. 

Die Lemniscate erster Ordnung ist nach unsrer Definition 
der Kreis um den Nullpunkt; wir erhalten also den Satz: 
Von allen durch einen festen Punkt gehenden gleichseitigen, 
concentrischen Hyperbeln hat diejenige die stärkste Krümmung 
hier, welche den Kreis um den Hyperbelmittelpunkt tangiert, 
oder senkrecht auf dem Radius Vector steht; diejenige, zu 
welcher der centrale Fahrstrahl Tangente ist, wird in 2 Gerade, 
d. h. ihre Asymptoten, zerfallen, da ihre Krümmung Null sein 
soll. Dies können wir leicht verificieren;, denn man kann an 
eine Hyperbel von ihrem Mittelpunkte aus keine andern Tan- 
genten ziehn als die Asymptoten, und deshalb muss die Hyperbel, 
welche vom centralen Radius Vector berührt wird, in ihre Asymp- 
toten übergehn, also ihre Krümmung Null sein. — Dass die vom 
Radius Vector orthogonal geschnittnen Hyperbeln dieser Schaar 
im Scheitelpunkte von ihm getroffen werden, sieht man leicht, 
wenn man den festen Punkt auf der x-Achse = annimmt. 
Dann wird die Gleichung der Hyperbelschaar: 


PB; 


diejenige, deren Krümmung = Maximum =; hier werden soll, 


muss senkrecht zum Radius Vector oder zur Abscissenachse 


ae 


stehn. Daraus wird ne = 0; also die betreffende Hy- 
perbel ist: x? —y?=-&? und ihr Scheitel liegt in der That in 
der Abscissenachse. 

Der oben ausgesprochne Satz, dass die Krümmungscentra 
der durch einen festen Punkt gehenden linearen Kurven auf 
einer Geraden liegen, ist im Princip nichts Neues, wenn ich ihn 
auch nirgends in dieser Weise formuliert gefunden habe; denn 
Siebeck (Graphische Darstellung imaginärer Funktionen, Crelle, 
Bd. 55) stellt ohne Beweis den Satz auf, und Dur?ge (Unter- 
suchungen über die Anwendung der imaginären Grössen in der 
Kurvenlehre, pag. 7) giebt den Beweis dazu: 

„Die Krümmungskreise an dem gemeinschaftlichen Punkte 
einer Schaar durch denselben hindurchgehender Kurven y, 
welche alle nach der nämlichen Verwandtschaft y=-f(x) den 
sich in 1 Punkte schneidenden Geraden x entsprechen, haben 
noch einen Punkt gemeinsam und bilden ein System Chordal- 
kreise.“ 
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Für den Fall, dass dieser gemeinsame Punkt ein m- 
facher Punkt der Kurven u=0, v=0 ist, hat Walton (Quar- 
terly Journal. XI. pag. 274) in einer Abhandlung: „Curvature 
of rhizic curves at multiple points“ gezeigt, dass für alle 
m Aeste der Kurve v—0, welche durch einen m-fachen Punkt 
gehn, die Krümmungscentra auf einer Geraden liegen, und dass 
dieselbe Gerade auch die Krümmungscentra der m Aeste der 
Kurve u=0 enthält. 

Es ist evident, dass in solchem Punkte, der eine m-fache 
Wurzel von u+iv=-0 repräsentiert, auch alle durch ihn hin- 
durchgehenden Kurven v=eu--f einen m-fachen Punkt haben; 
und wir wollen jetzt den Beweis führen für den allgemeinen 
Satz, dass die Krümmungsmittelpunkte aller Aeste aller Kurven 
v=eu--f, welche durch einen gegebnen vielfachen Punkt 
gehn, auf einer Geraden liegen, und zwar wird er mit bedeutend 


AN 


weniger Rechnungsaufwand verbunden sein als der dortige für 
den speciellen Fall. 
Wir gehn wieder aus von der Formel: 


ee 
In dem m-fachen Punkt, wo 
U Y5 Up Vin ***"Ulm—1), V(m—1) 
zugleich verschwinden, erhält man für die Richtung der m Aeste 
der Kurve v=eu-+f (wo e=tges) nach den bei Sturm ge- 
gebenen Formeln ohne Schwierigkeit die Gleichung: | 


tg (mo — = also 


v 
mo —=s—arctg—- 
Um 


Da & constant bleibt, wenn wir, wie erforderlich, längs eines 
Astes der Kurve differentiieren, so folgt: 


— m do—=dartg tT—!" Am Yallg 


I 
_ dx (Um Ym+ı — Ym Um+ ı) + dy (Um Un+ ı + Ym Im+ ı 
Um: + Vm- 


oder mit Benutzung der früher eingeführten Bezeichnung 
ut ive = ar: eier, 


= - | ‚005 o Sin (am4ı — &m)+Sin @- 608 (ent 1ı—@m); 
Zn ‚sin (0 + @m+1ı — nm). 
BL DiEm 


daEn Amt sin (He 
© ist hierin allerdings nicht beliebig veränderlich, sondern der 
Gleichung unterworfen: 
Vm 
tg (mo — e) = — ar 
aber trotzdem liegt es auf der Hand, dass diese Gleichung 


für oe als Fahrstrahl von dem vielfachen Punkte aus und 


den 


als variables Argument wieder eine Gerade ergiebt als geo- 
metrischen Ort der Krümmungscentra der m Aeste jeder Kurve 


vzeutf. 
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Wenden wir uns nun wieder zu den allgemeinen Lemnis- 
caten, für welche wir schon vielfache Analogien mit dem Kreise 
gefunden haben, der allerdings nur als specieller Fall derselben 
anzusehn ist. Der Kreis ist der geometrische Ort der Punkte, 
die von 1 gegebnen festen Punkte eine constante Entfernung 
haben, die Lemniscaten sind der Ort der Punkte, für welche 
das Produkt der Entfernungen von n festen Punkten constant 
ist; die Gleichung des Kreises ist x?-+-y?==a?, die der Lemnis- 
caten u?+v?=a?; die Kreise werden orthogonal geschnitten 
durch die Kurven y=ex, die Lemniscaten durch die Kurven 
v=-eu. Dadurch werden wir veranlasst, uns die Frage vorzu- 
legen, ob es bei den Lemniscaten ein Analogon giebt für die 
Eigenschaft der Kreise, die Kurven constanter Krümmung zu 
sein. Zunächst wollen wir die Gleichung der linearen Kurve 
aufstellen, welche die Lemniscate im Punkte uw, v’ berührt. 
Wie oben abgeleitet, ist es: 


dv 
V Zu tt 
Aus a-da=u-du+v-dv=0 folgt 
no 
du 70, 


also ist die lineare Kurve u” +v-v’=f’, oder da sie durch 
den Punkt uw’, v’ gehn soll, -W-+v-vV a? 

Dies giebt zugleich die geometrische Bedeutung der linearen 
Gleichung u cos& + vsin«=p, welche für die linearen Kurven 
der Hesse’schen Normalform der Geraden entspricht; es ist 


hier nämlich «& = arc {8 7 und p die Constante der Lemniscate, 


welche von der in Rede stehenden linearen Kurve tangiert wird, 
wie aus der Gleichung uw’ + vv’ =.a# folgt für "=a-cos«, 


9 De ae 


v—a-sin« Nach der bekannten Formel für den Krümmungs- 
radius ist 
EL), 
y $) 
aus u? + v?=a? folgt: 


uu vv 
y — Air daraus 
uv — vu 
A, u? v? uUuj] (vn? — W)— Wı (v?— u,”) 


(ur —vu,)® 


— 2 (uu, Vı Yıı + Wı U) Uj}) 
(+?) (+ vd) 

a (uv; — vu)? 

Wr v2) + (au, — wu): (1? — ur 


— 2 u, v, (uvı, + vuj,) 


a u? = KORE, 
° (uv, — vu,)? 


Es war aber: 


ge N 


r ;‚ also wird: 
(uv, — vu) 


en (a? +’? +?) en 
(u’-- 71°) 5 + (u — VY11)-(Yı?— U)— 2u, Vı (UV, + Vuy1) 
oder in unsern Polarcoordinaten: 
a.b° 

b* —ab? c-cos (@ + y)-cos 2ß — ab? c-sin2ß-sin(«-+ y) 

er ab 

—b?—ac-cos (« +y— 2). 

1 


b 
E pcs (e+y7—2Bß). 


Berechnen wir aber die Krümmung der tangierenden linearen 


[4 


j : ; BAREN 
Kurve un + vv’= a? im Punkte u‘, v’, so haben wir für = tg 


—— 
on 


in die früher abgeleitete allgemeine Gleichung zu substituieren 
BZ 5+ @ 
und finden so diese Krümmung 


=— 2:00 (@+7—2B). 


Daraus folgt der interessante Satz: Die Krümmung der Lem- 


er Ar 


niscate u? + v?==a? ist in dem Punkte u’, v’ gleich dem Quo- 
tienten des absoluten Betrages der Ableitung in diesem Punkte 
durch die Constante a der Lemniscate, vermehrt um die hier 
statthabende Krümmung der hier'tangierenden linearen Kurve. 

Für n=1 wird, da die Ableitung der Gleichung t—h=u- iv 
den constanten Wert 1 hat und die hier tangierende lineare 
Kurve eine Gerade ist, sich ergeben, dass bei der Lemniscate 


ersten Grades x?+ y’=a? die Krümmung =. So haben 


wir die gesuchte Analogie der Krümmung der Lemniscaten zu 
der des Kreises aufgefunden; erstere ist nicht constant, sondern 
besteht aus 2 Teilen, deren erster durch die Tangente bestimmt 
wird, und deren zweiter in sehr einfacher Weise ausser von 
der Constanten, dem „Radius“ der Lemniscate, noch von dem 
absoluten Betrage der Ableitung abhängt. 
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Dies Ergebnis legt uns die Frage nahe, ob wir auch bei 
der allgemeinen Kurve f(u,v)=0 die Krümmung in. zwei 
Teile zerlegen können, deren einer die Krümmung der tangieren- 
den linearen Kurve repräsentiert, und deren andrer auf ein- 
fache Weise zu ermitteln ist. — Um diese Aufgabe zu lösen, 
setzen wir die Kurve als in der Form v=„(u) gegeben voraus. 
Es folgt 

pn daraus: 
” u+rgp' 
A „ UP —Vut+u?”P)-(u4+ Vi) 
et ae A TE 1 1 1 
Urn) run?) (HP Hunt VıP)-(up—VI) 
„ | Uı+ VYup UVP) (u-+VıPp) | 
y—u 
+ 19) I+ (u 9 — vu—vı?p”)- (up —w)) 
= u+np) AFP) Mu um )tUup wm’ + N 
+mH-Wp) IA+ PN) Wu +) F+Vgp W?+ vi?) 
„ 2 
= go (u’+v,?) 
: 2 u, Yı U — Yıı (U, °— v7?) 
1 2, PA 11 \U} 1 
TER — 9-2 u vı Yu + u (m? —vı2)]) 


Nun ist aber: 


’ 3 7 , 9 o® 
a ar en a A); ale 
I. 2 
= v 

ae ae 

2u, Yı U — Yıı (U, ?— V1?)— p-[2u Vı Va + U re )] 
(+) V1+g? 
Das erste Glied dieses Ausdrucks erhält man aber, abgesehn 
von dem Factor Yu,?-+ v,2, als Krümmung derKurvey=gp(x); 
die Bedeutung des zweiten Teils wird ersichtlich durch Ein- 
führung krummliniger Polarcoordinaten; er nimmt dann die 
Form an: 


=) £ sin 2 ß- cos y — siny-cos2 ß 
Ver ) ee „ [sin 2 - siny-- cosy-cos2 ß] 


0 
oder für n= tg: 


=} 082. |sin (2B— 9) — tgn-cos (2B —y) 


CIB% 
=. sin By); 


also nach der früher entwickelten Formel die Krümmung der 
tangierenden linearen Kurve v=u-tgn-f. 

Es gilt also allgemein der Satz: Um die Krümmung einer 
Kurve 9 (u, v)=0 zu finden, wu+iw=f(x-+iy) [w=f(t)], 
bestimme man zunächst die Krümmung der Kurve p (x,y) = 0 
in dem entsprechenden Punkte, multipliciere diese mit dem 
absoluten Betrage der Ableitung f’(t) und addiere dazu die 
Krümmung derjenigen Kurve in diesem Punkte, welche in der 
Verwandtschaft f(t)= w im t-Gebiete der w-Tangente an jene 
Kurve entspricht. 

Den Beweis dafür kann man bedeutend kürzer als oben 
auch so führen; 


% 


— 4 — 


I do dv. nn 
du _ dny Up 
se Us: 
. Nun ist - die Krümmung der tangierenden linearen 
Kurve, und a ist derjenige Ausdruck in den u, v, welcher 


der Krümmung der Kurve p(x,y)=0 entspricht. Dies erhellt 
daraus, dass n der Winkel zwischen der Kurve (u, v)=0 
und den Abscissenkurven v = const. ist, und dass an die Stelle 
von ds—YV(dx)? (+ (dy)? hier V(du)? + (dv)? =b-ds gesetzt 
werden muss. Hiermit ist die Richtigkeit des Obigen verificiert. 


10: 


Wir gehn jetzt zurück auf die Krümmung der Lemniscaten, 
um daraus noch einige Resultate über die Natur dieser Kurven 
abzuleiten. Wir hatten gefunden: 

; © een. (@e-+y—2Bß) 
de dß /wie auch daraus folgt, dass‘ 
IR "ds o=a—Bß ) 
do — de — dß. 

do ist der Winkel, den zwei benachbarte Normalen der 

Kurve einschliessen ; 


V a 
«= aretg ns oder da u—=WVa?— v;, 


ULM: 
—- arCc sın —- 
a 


Integrieren wir nun die Gleichung do = d« — dß längs der 
Lemniscate von v, bis v,, so giebt (do den Winkel w, den die 
Normalen in diesen beiden Punkten mit einander bilden und 
wir erhalten: 


ıı 
wzzarcsin | = — Bo | 
Vo 


EP 1? Ay 


wenn wir mit ß,, ßı die Werte von ß in diesen 2 Punkten 
bezeichnen. 

Durchläuft man eine ganze Peripherie der Kurve, welche 
ihrer Natur nach stets aus einem oder mehreren geschlossnen 
Umkreisen bestehn muss, so wird w=2#r und wir erhalten: 

2n — [da — [dß. 

Die Bedeutung dieser beiden Integrale ergiebt sich aus 
folgenden Betrachtungen. Wenn unter f(t) eine algebraische, 
rationale ganze Funktion verstanden wird, so giebt das Integral 


f(t) 
lich den rein imaginären Wert 2mz-i, wo m die Anzahl der 
von dieser Kurve eingeschlossnen Punkte bedeutet, in denen 
f(t)=0 wird und welche auch ganz oder teilweise zusammen- 
fallen können. Durch Einführung der Polarcoordinaten 


f: 
| ah dt, längs einer geschlossnen Kurve genommen, bekannt- 


uU-Livzsijg.e% 
verwandelt sich das Integral, das wir auch schreiben können 


Jdlog f(t) == [d log (a-e!®) in | ( = h i- de) ), oder, da der reelle 
N / 


Teil verschwinden muss, /i-de=2mmi; [(da=2mzr. Ebenso 

wird natürlich /dß längs einer geschlossnen Kurve =2p:z, wo 

p die Anzahl der eingeschlossnen Wurzeln von f’(t) bedeute. 
Nun ist auf der Lemniscate 


IV 
|[a«= aresint = 2m. 


Daraus geht hervor, dass längs dieser Kurve vmMal von-+a 
durch O0 über — a nach —+ a zurückgehn muss, oder dass die 
Lemniscate von 2m Aesten der Kurve v=0 geschnitten wird. — 
Das Resultat (de=2mr kann man auch aus dem Cauchy’- 
schen Satze ableiten, der in der Algebra dieselbe fundamentale 
Bedeutung hat, wie jener andre in der Functionentheorie. 

Er lautet bekanntlich: längs einer geschlossnen Kurve geht 


— 2m Mal öfter fallend als steigend durch Null; d. h. für 


u=0 soll 


= We 


vdu—udv__du 

v? en: 
2m Mal öfter negativ als positiv sein. da ist nun aber — _ 
hat also stets das entgegengesetzte Zeichen. Nehmen wir fer an, 
der Zähler von d (=) (vdu— udv) werde niemals gleich Null 


— in Worten bedeutet dies, dass die Bewegung niemals senk- 
recht zu einer Lemniscate u? + v?=-a? geschehn soll, und hier 
wollen wir ja längs einer solchen Lemniscate vorschreiten —, 


dann kann d =) sein Zeichen nur ändern für v=0,d.h. « 
geht stets entweder von O0 bis x oder von x bis 0, und der 
Cauchy’sche Satz besagt, dass es beim Durchgang durch 5 2m 


Mal öfter zunimmt als abnimmt; der resultierende Wert muss 
also sein: (de = 2 mm, wie oben. 
Jetzt können wir die oben aufgestellte Gleichung » 
27 = (de — [dB 
interpretieren, wo das Integral längs eines geschlossnen Um- 
kreises auf der Lemniscate genommen ist. Nennen wir m die 
Anzahl der von dieser Peripherie eingeschlossnen Wurzeln von 
f(t)=0 und p die Anzahl der in eben diesem Gebiete liegen- 
den Wurzeln der Ableitung f’(t) = 0, so folgt: 
22mm — 297% 
m=p-+]; 

d. h. im Innern eines geschlossnen Teiles der Lemniscate liegt 
stets eine Wurzel von f(t)=0 mehr als von f’(t)=0. Den 
speciellen Fall, wo eine Wurzel von f’(t)= 0 auf der Lemnis- 
cate liegt, müssen wir hier allerdings ausschliessen. — Dies 
Resultat giebt uns Aufschluss über den Verlauf der allgemeinen 
Lemniscate u? +-v?=a? Für sehr kleine a besteht sie aus 
n geschlossnen Kurven, welche sich mit unendlich abnehmen- 
dem a unendlich kleinen Kreisen um die n Wurzelpunkte nähern, 


da dann die Entfernungen der übrigen n— 1 Wurzelpunkte 
von den Kurvenpunkten als constant anzusehn sind; lassen wir 


Ma; aa 


nun a wachsen, so werden 2 Kurventeile zusammenstossen und 
eine Schleife bilden, wenn sie einen Wurzelpunkt der Ableitung 
erreicht haben; denn sobald sie einen solchen einschliessen, 
müssen sie 2 Wurzelpunkte der Gleichung selbst einschliessen. 
Für den Fall n=2 erhalten wir hieraus die Specialform der 
eigentlichen Lemniscate. Die Wurzel der Ableitung liegt hier 
immer in der Mitte zwischen den beiden Wurzeln der Gleichung, 
seien diese reell oder complex. 

Für Gleichungen höherer Grade haben wir aber bedeutend 
mehr Umformungen der Kurve zu erwarten, da sie bei jeder 
Ableitungswurzel einen Doppelpunkt hat, in dem 2 Peripherien 
sich vereinigen zu 1 Umkreise. Diejenige Lemniscate, welche 
durch eine m-fache Wurzel der Gleichung f(t)=0 geht, hat 
hier einen m-fachen Punkt und werden wir nachher die Richtung 
der m Aeste hier bestimmen. 

Wenn alle Wurzeln der Ableitung, also auch alle n Wurzeln 
der Gleichung innerhalb eines Umkreises der Kurve liegen, so 
dehnt sich dieselbe für zunehmende a nur noch aus, verliert 
allmählich die von den Ableitungswurzeln herrührenden Ein- 
buchtungen und nähert sich für unendlich grosse a dem Kreise 


2n 2 V 
777 38°, 771/82. 


Da die Lemniscaten Horizontalschnitte der Fläche z= Vu?-+-v? 
sind, so erläutern diese Ueberlegungen zugleich die Gestalt 
dieser Fläche, besonders nahe bei der xy-Ebne und in der 
Unendlichkeit. | 
Einen besonders merkwürdigen und leicht zu behandeln- 
den Fall bilden die Lemniscaten, welche aus der binomischen 
Gleichung tt—h"—0 hervorgehn; oder, geometrisch ausge- 
drückt, die Kurven, für deren Punkte das Produkt der Ent- 
fernungen von den n Ecken eines festen regulären Polygons 
constant ist. | 
Durch die Substitution t=r-e!? erhalten wir: 
u=r"cosnp—h"; v=r"sinnp 
u?+v?=r?®—2r"hr cosnp + h’r=a?. 
Bestimmen wir die Constante a so, dass die Curve durch den 


BE. 


Nullpunkt geht, in welchem die (n— 1) Wurzeln der Ableitung 
zusammenfallen, so finden wir: a=h" und die Gleichung nimmt 
die bekannte einfache Form an: r"=2hr.cosng. 

Diese Kurven für ganzzahlige positive n haben wir de 
nach als „Lemniscaten n ter Ordnung mit einem n-fachen Punkt“ 
zu bezeichnen. — 

Für n=1 repräsentiert die allgemeine Gleichung en Kreis 
um das Centrum h; für n=2 die 3 Formen der gewöhnlich 
so genannten Lemniscate, deren Wurzelpunkte +h, deren Ab- 
leitungswurzel der Nullpunkt ist. 


20. 


Vu’+v’—=a ist das Produkt der Entfernungen eines 
Punktes u, v von den n Punkten u=0, v=0; ebenso ist 
Va) +r—v? 
das Produkt der Entfernungen von den n Punkten u=u‘, v=Yv 
(also ist auch (u— u’)?+(v—v)’=a? die Gleichung einer 
Lemniscate nter Ordnung mit transformierten Wurzelpunkten). 
Setzen wir hierin "=u-4du v=v--.dv, so folgt, dass das 
Produkt der Entfernungen des Punktes u, v von einem be- 
nachbarten und von (n—1) andern, deren Coordinaten eben- 
falls u+du, v+-dv, gegeben ist durch 
V (du)? + (dv) = b-Y (dx)? + (dy)?. 
Der Abstand von dem benachbarten Punkte ist aber 
—- Y()+ ds; 
also erhalten wir durch Division für das Produkt der Ent- 
fernungen des Punktes u, v von den n—1 nicht unendlich 
nahen Punkten mit den Coordinaten u-+ du, v-+-dv, oder, um 
unendlich Kleines fortzulassen, von den n—1 übrigen Punkten 
mit denselben Coordinaten u, v, welche wir als seine „Genossen“ 
bezeichnen wollen, den Wert 
bay 2—ifl 
Diese Ableitung kann als nicht streng angefochten werden, 
wenn einige Genossen nahe bei einander liegen; wir lassen 


RN ae 52 


deshalb noch eine andre folgen, deren Methode auch für diesen 
Fall nicht versagt. 

f(t)=0 habe die Wurzeln tı; also ist ft) = IAlt— ty). 
Um das Produkt der Entfernungen eines Wurzelpunktes t, 
von den n-—1 übrigen zu finden, dividiere man f(t) durch 


iM) tür bt 
+5 


t—t, und setze dann t=t,; da der Quotient : 


; e rrc0 seen 
die unbestimmte Form ö annimmt, so erhalten wir seinen wahren 


Wert, indem wir Zähler und Nenner nach t differentiieren. 
Es folgt für das gesuchte Produkt der Wert f’(t,), und zwar 
sind für die Entfernungen hier nicht nur die absoluten Be- 
träge, sondern auch die Richtungen berücksichtigt. Wollen 
wir nur das Produkt der absoluten Beträge haben, so nehmen 
wir von obiger Funktion den Modul und erhalten also wieder 
das Resultat — ft) =Vw?+v,?—=b. Diese Funktion b, 
welche für Gleichungen ersten Grades oder Parallelcoordinaten 
den constanten Wert 1 hat, ist also charakteristisch für unsre 
algebraischen Coordinaten nter Ordnung mit n Nullpunkten; 
er ist gewissermassen das Gewicht, mit dem jeder Punkt der 
Ebne von seinen n—1 Genossen belastet wird. Wir wollen den 
Faktor b desshalb geradezu als specifisches Gewicht der Bogen- 
elemente einführen, d. h. wir wollen die Annahme einer homo- 
genen Coordinatenebne fallen lassen und die Ebne und alle Kurven 
in ihr als von verschiednem Gewicht in den verschiednen Punkten 
annehmen. — Veranschaulichen kann man diese „barographi- 
sche“ Beschaffenheit der Ebne wohl am besten durch Verzeich- 
nung der Kurven gleichen Gewichts, d. h. der Lemniscaten 
n—lter Ordnung u,?+ v,”=const., etwa wie man die oro- 
graphische Natur einer Gegend durch Kurven gleicher Höhe dem 
Auge vorführt. Für die Gleichung 2ten Grades sind diese „Iso- 
baren‘ concentrische Kreise um den Nullpunkt, und das speci- 
fische Gewicht eines jeden ist gleich dem doppelten Radius. 
Diese Hypothese von „schweren“ Kurven wird unsre Resul- 
tate zum Teil so einfach gestalten und so schlagende Analogien 


zu den Formeln der Cartesischen Coordinaten bieten, dass sie 
4 


ee 


fast notwendig erscheint für die Behandlung der krummlinigen 
u, v-Goordinaten. 

Das Gewicht eines Curvenelements ds wird dann b-ds, 
und dies ist, wie wir schon sahn, — Y (du)? (dv)?; der Kürze 
halber wollen wir hierfür das Zeichen do gebrauchen. — Zu- 
nächst ist leicht zu beweisen, dass die bisher sogenannte lineare 
Kurvev=eu-+-f, d.h. diejenige Kurve, welche durch eine lineare 
(Gleichung repräsentiert wird und der geraden Linie entspricht, 
die „leichteste‘ Kurve ist, welche man zwischen 2 Punkten 
ziehn kann. Denn das Gewicht ihres Bogenelements ist 

do == Y (du)? + (dv)? 


und es soll 

|van+ @% 
zwischen 2 festen Punkten genommen, ein Minimum sein. Diese 
Aufgabe löst aber die Variationsrechnung für 


ver + (dy)? 


und erhält das Resultat: 2 = const., also wird für unser Pro- 


dx 
blem die Lösung sein: 
dv 
er ea. + f. 


Für n=1, wo die Coordinatenebne homogen ist, fällt die 
leichteste Linie natürlich mit der kürzesten zusammen, und so 
ist es hier die Gerade, welche beide Eigenschaften vereinigt. 

Hingegen für n=2, wo jedes Bogenelement belastet ist 
mit dem Gewicht seiner doppelten Entfernung vom Nullpunkt, 
sind die schon wiederholt erwähnten concentrischen gleich- 
seitigen Hyperbeln die leichtesten Kurven. 

Dieses Minimalgewicht zwischen zwei Punkten lässt sich 
leicht ‚bestimmen; wenn Br. so ist 


du 


Ur 


Va) +d)=Vi+e: ran — U) 


ug: 


da aber: 
v—eu, =f, 
vn—ew=f 
so folgt: j& RR 
e ERS NL . 
U —% 


also jenes Integral = Y (u, — u)? + (v, — v,)?, entsprechend der 
kürzesten Entfernung zweier Punkte in der gewöhnlichen Ebne. 
Aus der vollständigen Congruenz dieser Formeln mit denen 
der geradlinigen Geometrie folgt, dass sich auch für alle tri- 
gonometrischen Formeln die analogen aufstellen lassen, sobald 
man statt der Länge der geradlinigen Stücke die Schwere der 
lineargekrümmten — wenn dies Wort erlaubt ist — einführt. 
Die Winkel sind in solchen Dreiecken dieselben, wie in den 
correspondierenden geradlinigen, wegen der Aehnlichkeit der 
Abbildung in den kleinsten Teilen. | 

Die Anwendung dieser Anschauung auf die Lemniscate 
giebt uns weitere Analogien derselben zum Kreise. 

Für das Gewicht der Peripherie eines geschlossnen Teiles, 
welcher m Nullpunkte umschliesse, finden wir nämlich 


IS Y; 
[ü=.- arc sin — — 2m 70-2. 


Das Gewicht der orthogonalen Trajectorien v= eu vom Null- 
punkte an gerechnet bis zur Lemniscate a? —u?-+v? wird 
— Vu: +4 v?=a; also ist die Lemniscate nicht nur diejenige 
Kurve, für welche das Produkt der Entfernungen von allen 
n Wurzelpunkten constant ist, sondern auch das Minimalge- 
wicht der Entfernungen von 1 Nullpunkt ist hier constant = a. 
Wenn mehrere Wurzelpunkte innerhalb der Lemniscate liegen, 
könnte man in Zweifel sein, von welchem aus das Gewicht zu 
rechnen ist; diese Frage wird nachher erledigt werden, wenn 
wir jedem Nullpunkt der Ebne sein Gebiet zuweisen. Wir 
werden dann sehn, dass zu jedem Nullpunkt ein bestimmtes 
Stück der Lemniscate gehört, deren Peripherie dadurch in ge- 
wichtsgleiche Teile zerlegt wird. 


Für die Fläche erhalten wir ähnliche Beziehungen, wenn 
4* 


no 


wir jedes Flächenelement belastet denken mit dem Faktor u% 
denn erstens ergiebt sich du-dv— b?’-dx-dy und zweitens kann 
man das Auftreten des Quadrats hier dadurch veranschaulichen, 
dass jedes Flächenelement ein Produkt von 2 Kurvenelementen 
ist. Um das Gewicht der Lemniscatenfläche zu finden, drücken 
wir das Differential in Polarcoordinaten aus: du-dv=a-da-d« 
und erhalten: 


| [ran-de=lar. [a=mn.ar; 
are 2 


also für Peripherie und Inhalt gilt die verallgemeinerte Kreis- 
formel. 


21. 


Hiermit wollen wir diese allgemeinen, rein geometrischen 
Betrachtungen abschliessen und die gefundnen Resultate nun 
anwenden auf das schon aufgestellte Problem: die Lage der 
complexen Wurzeln einer Gleichung zu finden, insbesondere 
wenn die complexen Wurzeln der Ableitung bekannt,sind. 

Wir sahn schon, dass wir am sichersten zu einer Wurzel 
gelangen mittels der linearen Kurve v = eu, der orthogonalen 
Trajectorie der Lemniscaten, welche jedenfalls durch die Wurzel- 
punkte geht. Wenn wir also, von einem Punkte u’, v’ aus- 
gehend, uns einem Wurzelpunkt nähern wollen, so berechnen 


wir den Quotienten ze für diesen Punkt und construieren 


nun die Kurve v =e-u. Betrachten wir noch kurz die Form 
dieser Gleichung; gegeben sei: 


u+tv=fft)=t" —(})m en ) ta 
vr"sinngp (3) 2, 7" 2.sin(n—2)Q-- 


ur" cosnp — (2) 1,17" 2 cos (n—2) p-- 


also wenn e=tgs: 


ME HR». ra 


—eu=0=r".sinup—)—(}) 7 2 2sin(n— 29 — 2)... -» 


Dies ist aber die Gleichung v=-0 für eine Gleichung p(t)=0, 
die aus f(t) hervorgeht, wenn man alle Coefficienten multipli- 
ciert mit e*®; dies ist die Operation, welcher bei den Paral- 
lelcoordinaten die Drehung des Systems entspricht, und durch 
welche man jeden durch den Nullpunkt gehenden linearen 
Strahl zur Abscissenkurve machen kann. Die Asymptoten dieser 
Kurve sind sin (np — 2) =0; 


re en 
po — r a m 
sie entstehn also aus denen der Kurve v—=0 durch wirkliche 
Drehung um den Winkel - und bilden gerade wie jene ein 


aequiangulares Strahlenbüschel durch den Anfangspunkt, wenn 
die Gleichung als reduciert angenommen wird. — 

Haben wir für einen Punkt die durch ihn gehende Kurve 
v=-eu gefunden, so wird auf ihr nach der einen Seite hin der 


absolute Betrag Yu? + v?—a zunehmen, nach der andern ab- 
nehmen. Für den Differentialquotienten = längs dieser Kurve 
finden wir a? u? v? 
ada=udu- vd. 
Nun war in der Richtung o» 
du=b-ds.cos(ß-+ ®) 
dv—b-ds-sin(ß-+»); also 
a-da=a-.b-ds$cosa-cos(B+w)-+-sin«-sin(B-+ o)} 

da=b-ds-cos (+ wo —.«). 

Längs unsrer Kurve ist nun aber 
dv v 


a oder tg(B-+ wo) =tge 


e=ß+o+tk-r 
cos tw — e)=+t1 
da 
Er 


Hieran knüpfen wir zunächst eine Anmerkung über die Fläche 


z—Wu?+v? In den Wurzelpunkten wird z-=0, und = ist 


nun nach allen Richtungen hier :=b, unabhängig von dem Azi- 
mut e; hierauf gründet sich die Behauptung in der Einleitung, 
dass die Fläche in der Nähe eines Wurzelpunktes sich verhält 


wie der Kegel z=b-Yx?-+ y?. — 


Weiter folgern wir aus der hochwichtigen Formel - b, 
welche ein complexes Analogon zu der auf der reellen Achse 
gültigen: a —f’(x) bietet, dass =: längs der Kurve v=zeu 


nur in einer Wurzel der Ableitung verschwinden kann; wenn 
also keine Ableitungswurzel auf dieser Kurve liegt, so muss a 
ununterbrochen ab- resp. zunehmen zwischen 0 und ©, Geht je- 
doch ein Zug der Kurve durch eine Ableitungswurzel, so hat 
die Kurve hier, wie wir gleich zeigen werden, einen Doppel- 
punkt, und wenn der absolute Betrag a auf dem einen Ast 
den Wert O nicht mehr erreicht wegen des hier eintretenden 
Maximum oder Minimum, so wird er sicher auf dem andern 
Ast dahin gelangen. — Hier wollen wir eine Bemerkung ein- 
schalten über eine Frage, welche laut Fortschr. der Math. 1879 
Cayley angeregt hat in den Proceedings of tlıe Cambridge 
philos. society, welche mir leider nicht zugänglich waren. 
Laut Referat stellt sich Cayley die Aufgabe, zu untersuchen, 
f(t 

7 wo t 
in der Nähe eines Wurzelpunktes von f(t)=0 liege, auch für 


wie weit die Newton-Fouriersche Näherung t, =t— 


complexe Wurzeln eine Näherung sei. Er löst diese Aufgabe 
für Gleichungen zweiten Grades, kommt aber für höhere Gleich- 
ungen zu keinem Resultat. 

Wir wollen dieser Frage jetzt mit unsrer Methode näher 
treten. Nehmen wir an, wir befänden uns in der Nähe eines 
complexen Wurzelpunktes und legen die Kurve v=eu nach 
diesem hin, so wird die Richtung & derselben in dem Ausgangs- 
punkt gegeben durch o=« —ß. 


En BR 


Auf der Kurve ist aber da—=b-ds, oder ds—-—; also wird 


dt = ds-e!® — ga 


Ki 
b 
‚el (eure A), 

Für sehr kleine a (in der Nähe des Wurzelpunktes) kann 
man dies mit dem Differential da vertauschen, und wir er- 
halten: en 

— % ‚site — LE) 
a Her 
die bekannte Newton’sche Näherungsformel. 

Wir sehn, dass die durch diese Formel angegebne Richtung 
stets den sichern Weg richtig weist; nur muss man sich hüten, 
den dadurch bestimmten Schritt in seiner ganzen Länge aus- 
zuführen, sondern man muss nur eine kleine Strecke vorwärts- 
gehn in dieser Richtung und dann die jetzt veränderte Richtung 
von neuem berechnen. Unbedingt giltig, auch dem absoluten 
Betrage nach, ist die Näherungsformel nur, wenn a schon 


; p n a 
so klein ist, dass man die höhern Potenzen von -- vernach- 


b 


lässigen kann. 


22. 


Längs der Kurve v=eu ist die Zu- resp. Abnahme des 
absoluten Betrages von f(t) gleich dem absoluten Betrage von 
f (t), und denken wir uns über jedem Punkt dieser Kurve den 
zugehörigen Wert von a als verticale Ordinate construirt, so 
erhalten wir eine räumliche Kurve, deren Neigung gegen ihre 
Projection durch arctgYu,? -+ v,: bestimmt ist. Offenbar liegen 
auch diese Kurven auf der schon mehrfach erwähnten Fläche 
Z la v2, und bilden eine Verallgemeinerung der Kurven, 
welche früher über v=0 construirt wurden. — 

Die Richtung © der Kurve v=eu erhalten wir aus; 


vu, —uv 
IE 0 = -— Hure; 
uu, + VV; 


ee 
dieser Ausdruck wird in einem Wurzelpunkt der Ableitung, 


wo u ==v,=0, die unbestimmte Form n annehmen, und wie 
wir schon wissen, hat die Kurve hier einen Doppelpunkt. Um 
die Richtung der verschiednen Aeste der Kurve hier zu finden, 


wollen wir gleich allgemeiner annehmen, der Punkt sei eine 
m—Ifache Wurzel der Ableitung; d. h. 
U, Ya Up, Yuır tree Um —» Y\m—-n)= 0. 
Für diesen Fall haben wir schon früher die Formel aufgestellt: 
tg (mo — «e) = _. —_ — tg (on). 
mo—a—kr nm 
7 
+k: nn 
Diese Formel liefert für m=1 d.h. für einen gewöhn- 
lichen Punkt der Kurve die schon bekannte Gleichung: 
oe=a—ß-+k:x; 
für m=2, in einem Doppelpunkt, wird 


& —— Om 
On 


DRERERt ad 
0= Ir etc. 


Immer aber bilden die Tangenten in solchem mehrfachen Punkt 
der Kurve v=eu ein aequiangulares Strahlenbüschel, dessen 


Winkel — 
m 


Wir legen uns jetzt die Frage vor: Was wird aus dem ab- 
soluten Betrage a auf diesen m Aesten ? 

Das Differential von u?+v’ bilden wir am besten, indem 
wir diesen Ausdruck zerlegen in (u-+iv)-(u— iv). Den mten 
Differentialquotienten von dem Produkt x-y aber findet man 
leicht =x-d"y-+-y-d"x, wenn alle Ableitungen niederen Grades 
von x und y verschwinden. Daraus folgt dann 


en cos ( mo) 
Jsm 7 mm & — Om @). 
Hier eingesetzt: m ® =« — am+-kr giebt: 
| dma 


— — Am 605k-r = (— 1)K am; 


ds" 
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d. h. der absolute Betrag a nimmt auf den Aesten der Kurve 
v=zzeu der Reihe nach abwechselnd ab und zu, wie wir es für 
den Fall, dass der mehrfache Punkt der Nullpunkt ist, schon 
früher bei Gelegenheit der trinomischen Gleichungen sahn. — 
Wenn das Differential von a auf diesen Aesten abwechselnd 
positiv und negativ ist, so muss es zwischen je zweien auch 
verschwinden; und wir sehn hiermit die früher ausgesprochne 
Behauptung bestätigt, dass auch die Lemniscate u’ -+- v?=.a? 
in den mfachen Wurzeln einen mfachen Punkt hat. Die Rich- 
tung der Tangenten hier erhalten wir aus 


m 
Am = Am C08 (E — km — Mo) 0; 
De, m 


Durch Vergleichung mit den Tangenten der Kurve v=eu hier: 
_ m, %,® 
an ae m 

folgt, dass jedes dieser Strahlenbüschel die Winkel des andern 


halbiert. 


23. 


Nehmen wir jetzt den mehrfachen Punkt als Doppelpunkt 
an, d. h. als einfache Wurzel der Ableitung, so sehn wir, dass 
zwei Aeste der Kurve v=-eu hindurchgehn, für deren einen 
der absolute Betrag von a hier ein Maximum, für den andern 
ein Minimum erreicht, und welche wir desshalb, in Erinnerung 


an die Fläche z=. Yu? v?, als fallenden und steigenden Ast 
bezeichnen wollen. 

Wir können also von einer complexen Wurzel der Ableitung 
zu zwei Wurzeln der Gleichung gelangen, wenn wir auf dem 
fallenden Ast nach beiden Richtungen fortschreiten. Diejenige 
dieser 2 Wurzeln, welche auf der Seite des steigenden Astes 
liegt, wo die reelle Achse nicht liegt, wollen wir die zu der 
betreffenden Ableitungswurzel gehörige Wurzel der Gleichung 
nennen. Sie wird die einzige Wurzel der Gleichung auf dieser 


ca 


Seite sein, wenn hier keine Wurzel der Ableitung weiter vor- 
kommt, wie es im Allgemeinen der Fall ist. 

Verlegen wir nun die Wurzelpunkte der Gleichung, indem 
wir ihr letztes Glied variiren lassen, so wird die Ableitung da- 
durch nicht alteriert, und wir gelangen von dieser 1 Wurzel 
der Ableitung zu einer Reihe von dazu gehörigen Wurzeln der 
Gleichung £f(t) = const. Diese durch die Wurzeln beschriebne 
Kurve ist offenbar ein Teil der früher discutierten Primär- 
kurve v=0, und zwar, da er von der reellen Achse durch den 
steigenden Ast getrennt ist, ein Lateralzweig derselben. — 
Wir haben somit die früher aufgestellte Behauptung bewiesen, 
dass jeder complexen Wurzel der Ableitung ein Lateralzweig 
der Kurve v==0 entspricht, welcher, wie schon erwähnt, ge- 
wissermassen als das Integral dieser Ableitungswurzel aufge- 
fasst werden kann, und dass auf diesem für jeden Wert des 
constanten Gliedes eine Wurzel der Gleichung liest. 

Wenn nun noch eine Ableitungswurzel auf der der reellen 
Achse entgegengesetzten Seite des steigenden Astes liegt, so 
wird sie unsern Weg zu der Wurzel der Gleichung nicht stören, 
so lange sie nicht auf derselben Kurve v==eu liegt, wie jene, 
von der wir ausgehn. 

Dieser gewiss sehr seltene Fall wird dadurch erledigt, dass 
die Kurve dann hier wieder einen Doppelpunkt hat, und wir 
entweder auf dem fallenden oder steigenden Ast die 2 Wurzeln 
finden, welche zu den beiden Ableitungswurzeln gehören und 
welche natürlich auch im Doppelpunkte zusammenfallen können. 
Jedenfalls ist es unter diesen Umständen nicht möglich, die 
beiden Wurzeln der Gleichung getrennt jede einer bestimmten 
von den beiden Ableitungswurzeln zuzuweisen. 


24. 


Dies führt uns schliesslich auf den letzten Punkt unsrer 
Untersuchungen, nämlich auf die Frage: Wie ist die complexe 
Zahlenebne einzuteilen, sodass wir in jedem Gebiet eineund nur 
eine Wurzel der. Gleichung finden, welche bei Aenderung des 


is Bl 


constanten Gliedes in eine andere, in demselben Gebiet liegende 
übergeht? 

Denn das ist noch ganz besonders zu erwähnen, dass von 
diesen Variationen die Ableitung nicht behelligt werden darf, 
dass ihre Wurzeln die ruhenden Pole dabei repräsentieren, von 
denen aus man zu den variabeln Wurzeln der Gleichung ge- 
langen will. 

Nehmen wir also an, die Ableitung sei gegeben 

—n-(t — ae li 
in der symbolischen Schreibweise, und ihre Wurzeln bekannt, 
so folgt daraus die Gleichung: f(t) = (t— x)" oder ausge- 
schrieben: 


ti — (1) ee (2) a Reneivoe dee 


Der Integrationsconstanten mn geben wir einen bestimmten 
Wert und berechnen die dem entsprechenden Wurzeln der 
Gleichung u=0, v=0. 

Durch diese denken wir uns die Strahlenbüschel v = eu ge- 
legt, wo e=tga«; auf diesen linearen Strahlen schreiten wir 
fort von a=0 bis a=» und gelangen auf diese Weise zu 
allen Punkten, welche als Wurzelpunkte sich an die Ausgangs- 
punkte anschliessen können und in deren Gebiet gehören. 

Wenn wir zu einem Punkt von 2 Wurzelpunkten aus ge- 
langen können, so müssen sich hier 2 Kurven v=zeu schneiden, 
was natürlich nur stattfinden kann, wenn e für beide denselben 
Wert hat (denn e giebt ja für jede Kurve den Wert des Quo- 


tienten — in ihren Punkten, der für 1 Punkt nicht zweierlei 
u 


sein kann.) Hat aber e für beide Kurven denselben Wert, so 
haben wir die Erscheinung eines Doppelpunktes der Kurve 
v-zeu. Wir wir sahn, tritt dieser ein in den Wurzeln der 
Ableitung, und diese sind also die Punkte, zu denen man von 
2 Nullpunkten aus gelangen kann; dazu treten ausserdem alle 
Punkte, welche auf derselben Kurve v==eu, wie sie, liegen, 
aber auch auf demselben Kurvenzuge. — Diese Individuen der 


a 


Kurvenschaar v= eu also, und zwar ihre steigenden Aeste trennen 
die Gebiete der Wurzelpunkte, zu denen ihre fallenden Aeste 
hinführen. 

Um das Problem zu lösen, jeder der n Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung f(t)==0 ihr Gebiet zuzuweisen, wird 
man diejenigen Aeste der Kurven v = eu construieren, welche 
durch die Wurzeln der Ableitung f(t)=0 gehn. Diejenigen 
Aeste, auf welchen dann von der Ableitungswurzel aus der 
absolute Betrag von f(t) zunimmt, sind die gesuchten Begrenz- 
ungen, während die andern die Wegweiser zu den Wurzeln sind. 

Hier ist der Ort, eine früher offen gelassne Frage in 
Bezug auf die Lemniscaten zu erledigen. Wir hatten näm- 
lich gesehn, dass die Lemniscaten der Ort derjenigen Punkte 
sind, für welche das Gewicht der sie mit dem Nullpunkt 
verbindenden linearen Kurven constant ist. So lange nun 
die Lemniscate nter Ordnung noch aus n geschlossnen Kurven 
besteht, oder noch keine Wurzel der Ableitung einschliesst, 
kann man nicht in Zweifel sein, welcher Nullpunkt hier 
gemeint ist. Nehmen wir aber an, die Lemniscate schlösse 
eine Wurzel der Ableitung, also 2 Wurzeln der Gleichung ein, 
so wird jedem Nullpunkt ein bestimmtes Stück der Kurve zu- 
gehören; die Grenze bildet, wie oben gezeigt, die durch die 
Ableitungswurzel gehende Kurve v=eu. Im Falln=2, für 
f(t)=t?— h?, besteht die durch die Ableitungswurzel gehende 
Kurve v=eu (hier identisch mit v= 0) aus den beiden Coor- 
dinatenachsen; für positives h?, wenn die Wurzeln reell sind, 
ist die Ordinatenachse der steigende Ast, für negatives h? ist 
es die Abscissenachse. 

Bei der Lemniscate zweiten Grades wird die Grenze der 
zu den beiden Wurzelpunkten gehörigen Gebiete gebildet durch 
die Gerade, welche deren Verbindungslinie in ihrem Mittel- 
punkte orthogonal schneidet. 

Ist die betreffende Ableitungswurzel eine vielfache, so tritt 
dadurch keine wesentliche Aenderung ein. Wie schon früher 
gezeigt ist, wechseln hier die steigenden und fallenden Halb- 
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äste ab — unter Halbast verstehe ich die Strahlen vom 
Scheitelpunkt ab gerechnet. Wenn wir die Wurzelpunkte so 
gewählt voraussetzen, dass sie alle verschieden sind, dann werden 
die Gebiete der zu dieser m—1 fachen Ableitungswurzel 
gehörigen m— 1 Wurzeln der Gleichung begrenzt durch die 
steigenden Halbäste, während zwischen ihnen die fallenden zu 
den Nullpunkten hinführen; fallen die Wurzeln zusammen in 
dem m-fachen Punkt, so wird die Verteilung der Gebiete will- 
kürlich, treten sie auf den andern Strahlen wieder heraus, so 
wird sie eine andre als vorhin. 


Diese Verhältnisse lassen sich leicht illustrieren durch 
die trinomischen Gleichungen. 


Die durch eine complexe Ableitungswurzel, für welche 
v=0, gehende Kurve v=eu wird den dazu gehörigen Lateral- 
zweig der Kurve v—=0 umfassen. Für alle reellen und unter 
besondern Umständen auch für einige complexe Ableitungs- 
wurzeln ist die Kurve v=<eu identisch mit v=0, und die ver- 
schiednen Aeste derselben geben also die Begrenzungen der 
einzelnen Wurzelbereiche. Aber wie schon oben erwähnt, 
dürfen die Wurzeln nicht zusammenfallen, da sonst die Ver- 
teilung aufhört eindeutig zu sein. Lassen wir hingegen u 
einen noch so kleinen von Null verschiednen Wert annehmen, 
also die Wurzeln heraustreten aus dem Anfangspunkt, so wird 
dadurch die Verteilung der Gebiete sofort bestimmt, und zwar 
ergiebt sich für positive u eine andere als für negative. 


Die weitere Ausführung dieses Gedankens versagen wir 
uns hier, da sie zwar sehr interessant, doch auch ausserordent- 
lich einfach ist, sobald man einmal die Kurve v=0 gezeichnet 
hat, was ja für trinomische Gleichungen nicht die geringsten 
Schwierigkeiten hat. 

Nur sei zum Schluss noch erwähnt die aus andern Ge- 
sichtspunkten schon bekannte Gebietsverteilung für die binomi- 


schen Gleichungen 
tt -Mu-+ iv. 


ra 


Hier fallen alle Wurzeln der Ableitung in den Anfangs- 
punkt, also ist die Grenzkurve v=eu identisch mit v=0. 
Sie besteht aus dem Strahlenbüschel 


7 
op — kn. 
Für positives h" bilden die Halbäste mit ungeradem k, 


für negatives h"” die mit geradem k die Begrenzungen, während 
die andern jedesmal die Wurzeln der Gleichung enthalten. 
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